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Zusammenfassung
Die Realisierung der Bose-Einstein Kondensation in verdu¨nnten atomaren Gasen
ermo¨glicht die Untersuchung von fundamentalen makroskopischen Quantenpha¨nomenen,
wie den Interferenzen zwischen zwei unabha¨ngig voneinander entstandenen Kondensaten
und kollektiven Anregungszusta¨nden in Bose-Einstein Kondensaten. Das Studium dieser
Pha¨nomene liefert wichtige Aspekte im Versta¨ndnis der Quantenmechanik von Vielteilchen-
systemen.
Nach den Beobachtungen von kollektiven Schwingungsmoden und Schallausbreitung in
Bose-Einstein Kondensaten ist es im letzten Jahr erstmalig gelungen, auch Vortices und
Solitonen-Zusta¨nde anzuregen und zu untersuchen.
In Vortices treten die supraﬂuiden Eigenschaften von Bose-Einstein Kondensaten direkt
zutage. Solitonen sind formstabil propagierende, lokalisierte Wellen, die in nichtlinearen
Systemen auftreten ko¨nnen. Ihre Untersuchung in Bose-Einstein Kondensaten bietet Ver-
bindungen dieses fundamentalen quantenmechanischen Systems zu anderen Bereichen inten-
siver naturwissenschaftlicher Forschung, wie zu der nichtlinearen Optik, der Fluidmechanik
und ebenfalls der Supraﬂuidita¨t.
Im Rahmen dieser Arbeit wurden erstmals dunkle Solitonen in Bose-Einstein Konden-
saten aus 87Rubidium erzeugt und analysiert. Die Ergebnisse geben u¨ber den Entstehungs-
prozess, die Dynamik und die Dissipation dunkler Solitonen in Materiewellen Aufschluss.
Erste Untersuchungen zur Wechselwirkung von Solitonen wurden in Experimenten mit kol-
lidierenden Solitonen durchgefu¨hrt.
Fu¨r die Erzeugung der Solitonen wurde die Methode der Phasenaufpra¨gung an Materie-
wellen entwickelt und eingesetzt. Mo¨glichkeiten und Grenzen der Phasenaufpra¨gungsme-
thode wurden mit Hilfe numerischer Simulationen analysiert. Die Methode der Bragg-
Spektroskopie von Materiewellen wurde in das Experiment integriert. Dies ermo¨glichte eine
spektroskopische Untersuchung der Wahrscheinlichkeitsstromdichte in den betrachteten So-
litonenzusta¨nden.
Weitere Schwerpunkte dieser Arbeit waren die Planung und Realisierung des Experi-
ments zur Erzeugung von Bose-Einstein Kondensaten und die Entwicklung und Charak-
terisierung von atomoptischen Elementen zur koha¨renten Manipulation von Bose-Einstein
Kondensaten und Atomlasern. Verschiedene atompotische Elemente wurden mit Hilfe der
Dipolpotentiale weit verstimmter Lichtfelder realisiert. Insbesondere wurden Experimente
mit Spiegeln, Strahlteilern, Wellenleitern und Linsen fu¨r Materiewellen durchgefu¨hrt.
Die in dieser Arbeit erzielten Ergebnisse der Untersuchung dunkler Solitonen in Bose-
Einstein Kondensaten stellen einen Beitrag zum Versta¨ndnis der Physik nichtlinearer
koha¨renter Materiewellen dar. Mit den Kombinationsmo¨glichkeiten der atomoptischen Ele-
mente und Methoden, die in dieser Arbeit entwickelt worden sind, la¨sst sich eine Vielzahl
weiterer fundamentaler Fragestellungen untersuchen. Von hohem Interesse sind u.a. der Ein-
ﬂuss der Dimensionalita¨t des Systems auf Experimente mit Bose-Einstein Kondensaten und
interferometrische Messungen mit Bose-Einstein Kondensaten als Quellen koha¨renter Ma-
teriewellen.
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Abstract
The experimental realization of Bose-Einstein condensation in dilute atomic gases opens
a new way to the investigation of fundamental macroscopical quantum phenomena, e.g., the
interference between two independently created Bose-Einstein condensates. The study of
such phenomena gives an important insight into quantum mechanics of many-body systems.
In recent experiments, collective modes of Bose-Einstein condensates and the propa-
gation of sound in Bose-Einstein condensates have been observed. During the last year,
experiments on the excitation and investigation of vortices and solitons in Bose-Einstein
condensates succeeded for the ﬁrst time.
The occurence of quantized vortices manifests the superﬂuid behaviour of Bose-Einstein
condensates. Solitons are localized waves propagating without changing their shape in non-
linear systems. The study of solitons in Bose-Einstein condensates links this fundamental
quantum mechanical system to other areas of scientiﬁc research, e.g., to nonlinear optics,
ﬂuid mechanics, and supraﬂuidity.
Within the scope of this thesis dark solitons in Bose-Einstein condensates of 87Rubidium
have been created and analysed for the ﬁrst time. The results give information on the creati-
on process, the dynamics, and the dissipation of solitons in matter waves. First investigations
on the interaction of solitons have been performed in experiments with pairs of colliding
dark solitons.
The method of phase imprinting in matter waves has been developed and used for the
creation of dark solitons. Numerical simulations of the Gross-Pitaevskii equation have be-
en performed in order to analyse possibilities and limitations of the applicability of this
method. Moreover, the method of Bragg deﬂection of matter waves has been implied in
the experiment. This enabled the spectroscopic investigation of the quantum mechanical
probability current density in soliton-states.
Further main points of this thesis were the design and realization of an experiment
on Bose-Einstein condensation in a dilute gas of 87Rubidium and the investigation of atom-
optical elements for the coherent manipulation of Bose-Einstein condensates and atom lasers.
Far detuned light ﬁelds have been used to realize various atomoptical elements, like mirrors,
beam splitters, waveguides, and lenses for matter waves.
The results achieved in this thesis represent a contribution to research on coherent, non-
linear matter waves. By the combination of the various atomoptical elements and methods
developed throughout this work, a variety of fundamental questions may be investigated.
Of speciﬁc interest are investigations of Bose-Einstein condensates in diﬀerent dimensio-
nalities and interferometric measurements using coherent matter waves originating from
Bose-Einstein condensates.
Key words: Bose-Einstein condensation, Solitons in matter waves, Atom optics
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Kapitel 1
Einleitung
Mit den ersten Beobachtungen der Bose-Einstein Kondensation (BEC) in schwach wechsel-
wirkenden atomaren Gasen vor knapp fu¨nf Jahren wurde ein sehr fundamentaler Eﬀekt
mit nachhaltigen Auswirkungen auf viele Bereiche der Physik experimentell zuga¨nglich ge-
macht [1, 2, 3]. Die Untersuchung der Eigenschaften der Bose-Einstein Kondensate liefert
wichtige Erkenntnisse u¨ber die Grundlagen der Quantenmechanik und bietet enge Ver-
knu¨pfungen mit Quantenpha¨nomenen wie der Supraleitung, der Supraﬂuidita¨t und der
Quantenstatistik. In einem Bose-Einstein Kondensat beﬁndet sich ein großer Anteil aller
Teilchen in einem identischen quantenmechanischen Zustand, dem Grundzustand des Sy-
stems. Bose-Einstein Kondensate bieten daher einen idealen Ausgangspunkt fu¨r viele An-
wendungen und grundlegende Experimente. Unter anderem sind wichtige aktuelle Entwick-
lungen in der Atomoptik durch den Einsatz von Bose-Einstein Kondensaten mo¨glich gewor-
den: Verschiedene Realisierungen von Atomlasern auf BEC-Basis werden in atomoptischen
Experimenten als Quelle koha¨renter Atome eingesetzt [4, 5, 6, 7] und versprechen vergleich-
bar wichtige Anwendungsmo¨glichkeiten in der Atomoptik, wie sie der Laser in der Optik
gefunden hat. Mit der Untersuchung nichtlinearer Eﬀekte wie der Vier-Wellen-Mischung
von Materiewellen [8], Selbstinterferenzen in reﬂektierten Bose-Einstein Kondensaten [9]
und bosonischer Versta¨rkung von Atomen [10] wurden erste Experimente einer nichtlinea-
ren Atomoptik durchgefu¨hrt. Die Demonstration der Reduzierung der Lichtgeschwindigkeit
in einem Bose-Einstein Kondensat auf c < 20m/s [11] bildet eine Grundlage fu¨r experimen-
telle Untersuchungen relativistischer, bisher nur in der Astrophysik zuga¨nglicher Eﬀekte in
Laborsystemen.
Die theoretischen Grundlagen zur Bose-Einstein Kondensation wurden schon in den 20er
Jahren des vergangenen Jahrhunderts gelegt: Bose stellte eine Statistik zur Erkla¨rung des
Energiespektrums in elektromagnetischen Strahlungsfeldern auf [12], die als neue, grund-
legende Annahme die Ununterscheidbarkeit identischer Teilchen voraussetzt. De Broglie
entwickelte das Konzept eines Wellencharakters der Materie [13]. Von de Broglies Idee ge-
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leitet wandte Einstein nun Boses Statistik auf ideale Gase aus Atomen an und fand, dass
bei dem Absenken der Temperatur des Gases unter eine kritische Temperatur ein Pha-
senu¨bergang stattﬁndet [14]. Dieser ist dadurch charakterisiert, dass eine makroskopische
Zahl von Teilchen in den energetischen Grundzustand des Systems gelangt. Die erste Anwen-
dung des Modells dieses Phasenu¨bergangs fand bei der Erkla¨rung der U¨bergangstemperatur
von ﬂu¨ssigem 4Helium in den superﬂu¨ssigen Zustand statt. Die bedeutenden theoretischen
Arbeiten zur Supraﬂuidita¨t fu¨hrten daher auch zu einem erweiterten Versta¨ndnis der Bose-
Einstein Kondensation. Insbesondere wurde das Konzept einermakroskopischen Wellenfunk-
tion entwickelt, das sowohl auf Superﬂu¨ssigkeiten als auch auf Bose-Einstein Kondensate nur
schwach wechselwirkender Teilchen anzuwenden ist 1.
Die experimentelle Realisierung der Bose-Einstein Kondensation in schwach wechselwir-
kenden atomaren Gasen galt als
”
heiliger Gral“ der Quantenphysik, in dem die Besta¨tigung
umfangreicher theoretische Arbeiten auf diesem Gebiet, die Kla¨rung umstrittener Fragestel-
lungen und eine Fu¨lle neuer physikalischer Pha¨nomene erwartet wurden. Lange Zeit wurde
allerdings angenommen, die Bose-Einstein Kondensation in atomaren Gasen sei nicht er-
reichbar – unter anderem, weil die Abku¨hlung atomarer Gase bei moderaten Dru¨cken zum
U¨bergang in einen ﬂu¨ssigen oder festen Aggregatzustand fu¨hrt, lange bevor die kritische
Temperatur erreicht wird.
Als 1976 bekannt wurde, dass spinpolarisierter Wasserstoﬀ – als einzige Ausnahme un-
ter den Atomen – keine Moleku¨lbindungen eingeht, also auch bei ultratiefen Temperaturen
gasfo¨rmig bleibt, begannen intensive experimentelle Bestrebungen, die Bose-Einstein Kon-
densation in diesem System zu erreichen. Nach der erstmalig realisierten Speicherung von H↑
in einem inhomogenen Magnetfeld im Jahr 1980 folgten Experimente zur Ku¨hlung des Gases
mit kyrogenischen Methoden und zur Verdampfungsku¨hlung, die im Jahr 1998 schließlich
zur Bose-Einstein Kondensation von spinpolarisiertem Wasserstoﬀ fu¨hrten [16] 2. Der hohe
apparative Aufwand, der mit der Ku¨hlung verbunden ist, erschwert bisher allerdings die
Untersuchung und Manipulation der H↑-Kondensate wesentlich.
Das experimentell realisierte System, das Einsteins Konzept eines idealen Gases am
na¨chsten kam, bevor die Bose-Einstein Kondensation in atomaren Gasen erreicht wurde,
sind laserinduzierte Exzitonen in Kupferoxid [18]. Bei geeignet gewa¨hlten Parametern ist es
hier mo¨glich, Thermalisierungsraten der Ensembles von Exzitonen zu erreichen, die die Ver-
lustraten durch Rekombinationen dieser Elektronen-Loch-Paare u¨berwiegen. So la¨sst sich
u¨ber eine Ku¨hlung des Metalloxids mit kyrogenischen Methoden das
”
Exzitonen-Gas“ auf
tiefe Temperaturen und bis zur Bose-Einstein Kondensation bringen.
1Die historische Entwicklung der theoretischen Konzepte im Zusammenhang mit der Bose-Einstein Kon-
densation wird ausfu¨hrlich in [15] dargestellt.
2Die Entwicklung der Experimente an H↑ bis zur BEC wird in [17] zusammengefasst.
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Ein a¨hnlicher Eﬀekt macht es mo¨glich, auch in atomaren Gasen extrem tiefe Tempera-
turen zu erreichen: Durch starke Verdu¨nnung eines Gases la¨sst sich ein Regime erreichen, in
dem die Thermalisierungsrate wesentlich gro¨ßer als die Verlustrate durch Moleku¨lbildung ist.
In den 80er und 90er Jahren wurden bahnbrechende Methoden der Manipulation von Ato-
men durch Laserstrahlung entwickelt, die es mo¨glich machen, sehr tiefe Temperaturbereiche
in Gasen niedriger Teilchendichte zu erreichen. Durch die Kombination der Laserku¨hlung
mit der im Zusammenhang mit Experimenten an spinpolarisiertem Wasserstoﬀ entwickelten
Verdampfungsku¨hlung gelang es erstmals 1995, die Bose-Einstein Kondensation in verdu¨nn-
ten Gasen aus Rubidium [1], Natrium [2] und Lithium [3] zu erreichen 3.
Die vielfa¨ltigen Fragestellungen und Anwendungen im Zusammenhang mit der Bose-
Einstein Kondensation haben seitdem zu einer rasanten Entwicklung sowohl auf experimen-
tellem Gebiet als auch in der theoretischen Beschreibung und Vorhersage gefu¨hrt. Weltweit
werden atomare Bose-Einstein Kondensate inzwischen in u¨ber 20 Laboratorien erzeugt und
untersucht [21]; im Durchschnitt der letzten fu¨nf Jahre wurde etwa ta¨glich eine theoretische
Arbeit zur Bose-Einstein Kondensation vero¨ﬀentlicht.
Besonderes Interesse gilt der Untersuchung der Eigenschaften der Bose-Einstein Kon-
densate, die im engen Zusammenhang mit den Pha¨nomenen der Supraleitung und Su-
praﬂuidita¨t und mit der Quantenstatistik stehen. In Experimenten treten Verbindungen
zur Supraleitung in der Beobachtung makroskopischer Quanteninterferenz in Analogie zum
Josephson-Eﬀekt [5] zutage, Verbindungen zur Superﬂuidita¨t in der Beobachtung von Vor-
tices [22, 23], von Solitonen [24, 25] und einer kritischen Geschwindigkeit dissipationslosen
Flusses [26], Verbindungen zur Quantenstatistik im Kondensationsprozess selbst, in der
stimulierten Versta¨rkung von Materiewellen [27, 10] und in den Korrelationen der Konden-
satatome [28].
Ein Schwerpunkt der vorliegenden Arbeit ist die Charakterisierung nichtlinearer Eigen-
schaften von Bose-Einstein Kondensaten mit Hilfe der Untersuchung von Solitonen in diesen
Systemen. Solitonen sind ein fundamentales, nichtlineares Wellenpha¨nomen. Mit der Unter-
suchung von Solitonen in Bose-Einstein Kondensaten treten grundlegende Zusammenha¨nge
zwischen der Bose-Einstein Kondensation und anderen Bereichen der Physik zutage: Der
Entstehungsprozess dunkler Solitonen beinhaltet Analogien und Vergleichsmo¨glichkeiten zur
nichtlinearen Optik. Die Dynamik der Wellenfunktion dunkler Solitonenzusta¨nde ist eng mit
der Supraﬂuidita¨t verbunden. Dissipation und Wechselwirkungen von Solitonen bieten Zu-
sammenha¨nge zur Elementarteilchenphysik.
Im Rahmen dieser Arbeit wurden erstmals dunkle Solitonen in Bose-Einstein Kondensa-
ten erzeugt. Zur Erzeugung der dunklen Solitonen wurde mit der Phasenaufpra¨gungsmethode
eine holographische atomoptische Methode entwickelt und eingesetzt, die auch zur Erzeu-
3Ausfu¨hrliche Berichte zur experimentellen Realisierung der BEC in Alkali-Gasen ﬁnden sich in [19, 20].
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gung weiterer
”
topologischer Texturen“ in Bose-Einstein Kondensaten verwendet werden
kann [29]. Die Entstehung und die Dynamik dunkler Solitonen wurde in Messungen der
Evolution des Solitonenzustandes detailliert untersucht [24].
Das quantenmechanische Konzept einer Wahrscheinlichkeitsstromdichte, die sich aus
dem Phasengradienten der Wellenfunktion ergibt, ist ein direkter Ausdruck des friktionslosen
Transports in Superﬂu¨ssigkeiten. Mit Hilfe der Spektroskopie der Geschwindigkeitsverteilung
von Solitonenzusta¨nden in Bose-Einstein Kondensaten wurde die Wahrscheinlichkeitsstrom-
dichte direkt untersucht. Hierzu wurde erstmals die Methode der Bragg-Spektroskopie von
Materiewellen [30] zur Spektroskopie niedrigliegener angeregter Zusta¨nde angewendet.
Diese Arbeit ist in ein Projekt des Sonderforschungsbereichs 407
”
Quantenlimitierte
Messungen mit Atomen, Moleku¨len und Photonen“ der Deutschen Forschungsgemeinschaft
eingebunden. Zu den Zielen des Projekts im Zeitraum dieser Arbeit geho¨rten die stabile Er-
zeugung von Bose-Einstein Kondensaten und die Entwicklung atomoptischer Elemente zur
koha¨renten Manipulation von Materiewellen. Diese besitzen wichtige Anwendungsmo¨glich-
keiten in der Materiewelleninterferometrie und in der Atomlitographie. Weitere Schwerpunk-
te der vorliegenden Arbeit bilden somit die Konzeption und Umsetzung des Experiments zur
Bose-Einstein Kondensation von 87Rubidium und atomoptische Experimente mit koha¨ren-
ten Ensembles.
Laserinduzierte Dipolpotentiale lassen sich sehr kontrollierbar und ﬂexibel in BEC-
Experimenten einsetzen. Sie wurden im Rahmen dieser Arbeit genutzt, um verschiedene
atomoptische Elemente zu realisieren. Entwickelt und in Experimenten mit Bose-Einstein
Kondensaten und Atomlasern eingesetzt wurden u.a. atomoptische Spiegel [9], Strahltei-
ler, Wellenleiter [31, 32] und Linsen. Mo¨glichkeiten der Kombination dieser Elemente zur
Realisierung neuer Atomlaser- und Atominterferometer-Geometrien werden diskutiert.
Die vorliegende Arbeit ist wie folgt gegliedert: Zuna¨chst wird eine Einleitung in die theo-
retischen Grundlagen der Bose-Einstein Kondensation gegeben. Dabei wird insbesondere der
Einﬂuss der geringen Restwechselwirkungen in Bose-Einstein Kondensaten atomarer Gase
beru¨cksichtigt, da hierin die Urspru¨nge nichtlinearer Pha¨nomene dieser Systeme – wie das
Auftreten von Solitonen – begru¨ndet liegen. In Abschnitt 2.2 folgt eine kurze Beschreibung
des im Rahmen der Promotionsarbeit von K. Bongs [31] und dieser Arbeit geplanten und
umgesetzten Experiments. Ergebnisse zur Bose-Einstein Kondensation, zur Auskopplung
von Atomen aus dem Kondensat und zur Bragg-Beugung von Bose-Einstein Kondensaten
werden vorgestellt.
Im darauf folgenden Kapitel wird das Konzept dunkler Solitonen anhand des Beispiels
dunkler optischer Solitonen diskutiert. Kapitel 4 behandelt die Beschreibung und die Eigen-
schaften dunkler Solitonen in Bose-Einstein Kondensaten sowie Methoden der Erzeugung.
Die im Experiment genutzte Phasenaufpra¨gungsmethode, die eine holographische, atom-
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optische Methode darstellt, wird detailliert diskutiert. Dieses Kapitel stellt auch das in
der Gruppe von M. Lewenstein entwickelte Modell zur numerischen Simulation der Gross-
Pitaevskii Gleichung vor. In einer engen Zusammenarbeit wurde dieses Modell angewandt,
um die experimentellen Bedingungen unserer physikalischen Realisierung der Erzeugung
von Solitonen zu simulieren. Ergebnisse der Modellierungen fundieren die Diskussion der
Phasenaufpra¨gungsmethode.
In Kapitel 5 werden die experimentellen Ergebnisse zur im Rahmen dieser Arbeit reali-
sierten Erzeugung dunkler Solitonen in Bose-Einstein Kondensaten analysiert und zusam-
mengefasst. Insbesondere wurden die Dynamik der Solitonen, Wechselwirkungen kollidie-
render Solitonen und Dissipationsprozesse der Solitonen untersucht sowie der den Solitonen
zugrundeliegende Wahrscheinlichkeitsdichteﬂuss mit Hilfe der Bragg-Beugung von Mate-
riewellen spektroskopiert. Durch an die jeweilige experimentelle Situation angepasste Pa-
rameter kann mit Hilfe der numerischen Simulationen der Gross-Pitaevskii Gleichung das
Verhalten der dunklen Solitonen direkt mit der Theorie verglichen werden.
Kapitel 6 befasst sich mit atomoptischen Experimente mit Bose-Einstein Kondensaten
und Atomlasern. Ergebnisse zu atomoptischen Linsen, Spiegeln, Strahlteilern und Wellen-
leitern werden zusammengefasst und mit theoretischen Modellen verglichen. Ein Ausblick
diskutiert u.a. Mo¨glichkeiten fundamentaler Untersuchungen des Verhaltens von Solitonen
in eindimensionalen Geometrien, die sich mit Hilfe von Wellenleitern und Spiegeln realisieren
lassen.
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Kapitel 2
Bose-Einstein Kondensation
2.1 Theoretische Grundlagen
2.1.1 Das ideale Bose-Gas im harmonischen Fallenpotential
Zur Beschreibung der theoretischen Grundlagen der Bose-Einstein Kondensation wird in
diesem Abschnitt zuna¨chst das Verhalten eines wechselwirkungsfreien Gases aus bosoni-
schen Teilchen diskutiert. Die Betrachtung des wechselwirkungsfreien Falls erlaubt einige
wichtige qualitative Aussagen zu den Eigenschaften von Bose-Einstein Kondensaten, wie zu
Temperatur- und Dichtebereichen, in denen die Kondensation eintritt, und zu experimen-
tellen Signaturen der BEC.
In fast allen experimentellen Realisierungen der Bose-Einstein Kondensation verdu¨nnter
atomarer Gase ist das Gas in einem nahezu harmonischen Potential eingeschlossen. Dieses
kann als
V (r ) =
m
2
(
ω2xx
2 + ω2yy
2 + ω2zz
2
)
(2.1)
geschrieben werden. Die Teilchen der Massem beﬁnden sich in Zusta¨nden der Bewegungsfrei-
heitsgrade, die durch die positiven Quantenzahlen nx, ny, nz und die entsprechenden Ener-
gien nx,ny,nz charakterisiert sind;
nx,ny,nz =
(
nx +
1
2
)
h¯ωx +
(
ny +
1
2
)
h¯ωy +
(
nz +
1
2
)
h¯ωz. (2.2)
Bei der Temperatur T ist die Wahrscheinlichkeit p der Besetzung eines Zustandes
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(nx, ny, nz) durch die Bose-Verteilung gegeben [12]
1:
p(nx, ny, nz) =
(
exp
[
nx,ny,nz − µ
kT
]
− 1
)−1
(2.3)
Das chemische Potential µ und die Temperatur T sind dabei freie Parameter, die die
Erhaltung der Gesamtteilchenzahl N und der Gesamtenergie E ermo¨glichen 2:
N =
∑
nx,ny,nz
(
exp
[
nx,ny,nz − µ
kT
]
− 1
)−1
(2.4)
und
E =
∑
nx,ny,nz
nx,ny,nz
exp
[
nx,ny,nz−µ
kT
]
− 1
. (2.5)
Wenn fu¨r ein festes N die Temperatur des Systems abgesenkt wird, so steigt das che-
mische Potential an, wodurch die Teilchenzahlerhaltung gewa¨hrleistet wird (Gleichung 2.4).
Das chemische Potential als negative A¨nderung der Energie des Systems mit der Teilchenzahl
kann allerdings nicht gro¨ßer als der niedrigste Energiezustand des Systems werden (Glei-
chung 2.3 ergibt fu¨r (nx,ny,nz −µ) < 0 negative Werte). Der Grenzwert wird beim Absenken
der Temperatur bis auf einen endlichen Wert T = Tc > 0 erreicht: µ → µ(Tc) ≡ µc = 32 h¯ω¯,
wobei ω¯ das arithmetische Mittel der Oszillationsfrequenzen angibt, ω¯ = (ωx + ωy + ωz)/3.
Fu¨r Temperaturen T < Tc wird der Grundzustand mit einem Großteil der Teilchen be-
setzt, N0(T ) = O(N). Der U¨bergang des Systems von Temperaturen oberhalb Tc in diesen
Bereich ist ein thermodynamischer Phasenu¨bergang und wird als Bose-Einstein Kondensa-
tion bezeichnet [34, 14].
Zur Berechnung der Zahl von Teilchen in den angeregten Zusta¨nden u¨berfu¨hrt man die
Summe 2.4 in ein Integral, wobei man die Besetzung des Grundzustands ausschließt und
eine große Teilchenzahl sowie einen geringen Abstand der Energieniveaus (h¯ωho  kT ,
ωho = (ωxωyωz)
1/3) annimmt, und erha¨lt als analytische Lo¨sung (siehe z.B. [35, 36])
N −N0 = ζ(3)
(
kT
h¯ωho
)3
, (2.6)
1Die Bose-Verteilung la¨sst sich aus dem Grundpostulat der statistischen Mechanik – der Annahme, dass
alle Mikrozusta¨nde gleich wahrscheinlich besetzt werden – und aus der (fu¨r Teilchen mit ganzzahligem
Gesamtspin gegebenen) Mo¨glichkeit, dass sich mehrere Teilchen in einem Zustand beﬁnden, ableiten [33].
2Dies entspricht einer Betrachtung in der Großkanonischen Gesamtheit [33].
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mit der Riemann’schen ζ-Funktion. Durch die Bedingung, dass der Grundzustand direkt
am Phasenu¨bergang noch mikroskopisch besetzt ist, N0(Tc) ≈ 0, erha¨lt man aus Gl. 2.6 die
kritische Temperatur Tc,
kTc = h¯ωho
(
N
ζ(3)
)1/3
≈ 0.941 h¯ωhoN1/3 . (2.7)
Nimmt man oberhalb der Bose-Einstein Kondensation eine Gaußsche Dichteverteilung
mit einer Breite ath = 2kT/mωho an,
nth(r ) =
N
(2πath)3/2
exp
[
− r
2
2a2th
]
, (2.8)
so sieht man mit Gleichung 2.7, dass die Bose-Einstein Kondensation dann eintritt,
wenn die zentrale Phasenraumdichte ρps(r0) die Gro¨ßenordnung O(1) erreicht. Die exakte
Berechnung der Phasenraumdichte bei der kritischen Temperatur ergibt [35]:
ρps(r0) ≡ n(r0) λ3dB ≈ 2.612 . (2.9)
Die dimensionslose Dichte im Phasenraum ist dabei das Produkt aus der Teilchendichte
und dem Volumen, das die thermische de Broglie-Wellenla¨nge λdB = (2πh¯
2/mkT )1/2 in den
drei Raumdimensionen einnimmt.
Aus den Gleichungen 2.6 und 2.7 erha¨lt man auch die Abha¨ngigkeit der relativen Beset-
zung des Grundzustands von der Temperatur:
N0
N
= 1−
(
T
Tc
)3
. (2.10)
Der Verlauf dieser Abha¨ngigkeit ist in Abbildung 2.1 dargestellt. Der abrupte und starke
Anstieg von N0/N unterhalb von Tc macht deutlich, dass durch den thermodynamischen
Phasenu¨bergang der Grundzustand mit einem Großteil der Teilchen besetzt wird, obwohl
die Temperatur mit kT  h¯ωho noch relativ hoch ist. Intuitiv, d.h. nach der Boltzmann-
Statistik, wa¨re eine starke Besetzung des Grundzustands erst bei Temperaturen kT ≈ h¯ωho
zu erwarten. Insofern ist die Bose-Einstein Kondensation ein
”
Hochtemperatur-Pha¨nomen“
in der Physik extrem tiefer Temperaturen. Im folgenden werden die Teilchen im gemeinsa-
men Grundzustand als
”
Bose-Einstein Kondensat“, die Teilchen in den ho¨heren Zusta¨nden
als
”
thermische Wolke“ bezeichnet.
Wa¨hrend die Bedingung, dass die Phasenraumdichte bei der Kondensationstemperatur
die Gro¨ßenordnung von 1 erreicht haben muss, nicht von der Form des einschließenden Po-
tentials abha¨ngt, wird der Verlauf der relativen Besetzung des Grundzustands stark hiervon
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Abbildung 2.1: Die relative Besetzung des Grundzustands eines bosonischen Gases in Abha¨ngig-
keit von der Temperatur. Dargestellt sind die Verla¨ufe fu¨r zwei verschiedene Formen des einschlie-
ßenden Potentials (durchgezogene Linie: harmonisches Potential; gepunktet: Kastenpotential).
beeinﬂusst. Die gepunktete Kurve in Abb. 2.1 gibt die Abha¨ngigkeit fu¨r ein Kastenpotential
wieder; die Gleichung 2.10 entsprechende Abha¨ngigkeit lautet hier [37]
N0
N
= 1−
(
T
Tc
)3/2
. (2.11)
Mit der Abha¨ngigkeit 2.10 la¨sst sich aus den experimentell gut bestimmbaren Teilchen-
zahlen im Grundzustand und in den angeregten Zusta¨nden (in der
”
thermischen Wol-
ke“) die Temperatur des Ensembles bestimmen; so folgt fu¨r einen Anteil im Grundzu-
stand eines harmonischen Oszillatorpotentials von N0/N > 90% eine Temperatur von
T < 3
√
10%Tc ≈ 0.45Tc.
Fu¨r die typischen experimentellen Parameter im BEC-Experiment in Hannover von ωx =
ωy ≡ ω⊥ = 2π · 425Hz, ωz = 2π · 14Hz, N = 106, folgt eine U¨bergangstemperatur von
Tc ≈ 0.6µK.
Die quantenmechanische Wellenfunktion des Bose-Einstein Kondensats aus N wechsel-
wirkungsfreien Teilchen ist das Produkt der Einteilchenzusta¨nde jeweils niedrigster Energie
(nx,y,z = 0): Ψ(r1, . . . , rN) =
∏
i ϕ0(ri), mit der Grundzustandsfunktion im harmonischen
Potential (siehe z.B. [38]),
ϕ0(r ) =
(
mωho
πh¯
)3/4
exp
[
−m
2h¯
(
ωxx
2 + ωyy
2 + ωzz
2
)]
. (2.12)
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Ein Bose-Einstein Kondensat als makroskopisch besetzter Grundzustand hat damit eine
Dichteverteilung n(r ) = N |ϕ0(r )|2, deren typische Ausdehnung aho = (h¯/mωho)1/2 nicht
von der Teilchenzahl abha¨ngt, sondern nur durch das Potential 2.1 bestimmt ist.
Die Breite der thermischen Wolke ist nach Gl. 2.8 um einen Faktor (kT / h¯ωho)
1/2
gro¨ßer als die Ausdehnung des Kondensats (fu¨r ωho = 2π · 130Hz und T = 600 nK be-
tra¨gt kT / h¯ωho ≈ 100). Die typische Signatur der Bose-Einstein Kondensation ist also eine
plo¨tzliche, starke Erho¨hung der Dichte in einem kleinen Raumbereich und gleichzeitig eine
stark anisotrope Impulsverteilung, da sich ein großer Anteil der Atome in einem einzelnen
– dem niedrigsten – Impulszustand des Systems beﬁndet. Das Erscheinen des Kondensats
in einem kleinen ausgezeichneten Bereich sowohl im Orts- als auch im Impulsraum ist eine
spezielle Eigenschaft gefangener Bose-Gase; in freien Gasen ﬁndet die Kondensation nur im
Impulsraum statt, da alle Impulszusta¨nde den gleichen Raumbereich einnehmen.
Auch experimentell geho¨rt das Auftreten eines zentralen
”
Peaks“ in der Impulsverteilung
[1, 2] und in der Ortsverteilung [3, 39] der Wolke zu den den klaren Hinweisen auf die Bose-
Einstein Kondensation (siehe auch Abb. 2.8).
2.1.2 Bose-Gase unter Beru¨cksichtigung interatomarer Wechsel-
wirkungen
In Gasen in den betrachteten Regimes sind die Wechselwirkungen so schwach, dass ihre sta-
tistischen Eigenschaften nur im Prozentbereich beeinﬂusst werden (vergleiche [35]), sodass
sie im thermodynamischen Sinn schwach wechselwirkende Gase bilden. Dennoch bestimmen
die interatomaren Wechselwirkungen entscheidend die Evolution von Bose-Einstein Kon-
densaten neutraler atomarer Gase.
Erst die Wechselwirkungen erlauben Regimes der nichtlinearen Physik, die in den rei-
nen,
”
sto¨rstellenfreien“ Systemen, die Bose-Einstein Kondensate darstellen, experimentell
zuga¨nglich sind und sich in der theoretischen Betrachtung gut beschreiben lassen. Beispiele
hierfu¨r sind verschiedene Experimente der nichtlinearen Atomoptik [40, 8, 9], zu der auch
die Untersuchung von solitonenartigen Materiewellen, die in der vorliegenden Arbeit be-
schrieben werden, geza¨hlt werden kann. Weiterhin wird erst durch die Wechselwirkungen
der Atome untereinander experimentell die Thermalisierung der Ensembles, die in
”
tempe-
raturlosen“ Fallen von der thermalisierenden Außenwelt entkoppelt sind, mo¨glich.
Auf den ersten Blick scheinen atomare Wechselwirkungen das Auftreten der Bose-
Einstein Kondensation zu verhindern, da sie bei Temperaturen schon weit oberhalb der
Kondensationstemperatur Tc zu Moleku¨lbindungen und damit zur Kondensation jedes ato-
maren Gases in einen ﬂu¨ssigen oder festen Aggregatzustand fu¨hren (mit der Ausnahme
von spinpolarisiertem Wasserstoﬀ). Allerdings ko¨nnen extrem tiefe Temperaturen in stark
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verdu¨nnten Gasen in einem metastabilen Zustand erreicht werden, wenn die Zeitdauer, die
die Atome zur Bildung von Moleku¨len beno¨tigen, wesentlich la¨nger als die Zeitdauer ist, in
der das Gas in das thermodynamische Gleichgewicht gelangt. Aufgrund der Energie- und
Impulserhaltung sind bei Sto¨ßen, die zur Bildung eines Moleku¨ls fu¨hren, mindestens drei
Stoßpartner notwendig, wa¨hrend die Thermalisierung der Impulszusta¨nde auch mit Zwei-
Ko¨rper-Sto¨ßen mo¨glich ist. Die Rate fu¨r thermalisierende Prozesse ist also direkt proportio-
nal zur Dichte des Gases, wa¨hrend die Rate fu¨r Verlustprozesse proportional zum Quadrat
der Dichte ist; daher la¨sst sich durch ausreichende Verdu¨nnung des Gases immer ein Regime
erreichen, in dem Bose-Einstein Kondensate erzeugt werden ko¨nnen 34.
Im folgenden werden die Auswirkungen atomarer Wechselwirkungen auf die Wellenfunk-
tion eines Bose-Einstein Kondensats diskutiert.
Der Hamiltonoperator Hˆ in zweiter Quantisierung fu¨r ein System aus N Bosonen in
einem externen Potential Vtrap und unter Beru¨cksichtigung der Zwei-Ko¨rper Wechselwir-
kungen u¨ber das Potential V (r ′ − r ) lautet [45]
Hˆ =
∫
ψˆ†
(
− h¯
2
2m
∇2 + Vtrap(r )
)
ψˆ dr +
1
2
∫
ψˆ†ψˆ†′ V (r ′ − r ) ψˆ′ψˆ dr ′dr . (2.13)
Hierbei sind ψˆ† = ψˆ†(r, t) und ψˆ(r, t) die Operatoren zur Erzeugung und zur Vernichtung
eines Bosons im Zustand ψ(r, t); (ψˆ†′ = ψˆ†(r ′, t)). In einem Bose-Einstein Kondensat ist die
Besetzung des Grundzustands des Systems, ψ0(r, t), sehr hoch, und die Erzeugung oder
Vernichtung eines einzelnen Bosons in diesem Zustand a¨ndert die physikalische Situation
praktisch nicht. Deshalb ko¨nnen in der verallgemeinerten Bogolubov-Beschreibung [46, 45]
diese Operatoren in guter Na¨herung als Summe einer komplexen Grundzustandswellenfunk-
tion Ψ(r, t) und eines Operators θˆ(r, t) geschrieben werden, dessen Erwartungswert klein
gegenu¨ber Ψ(r, t) ist und der sto¨rungstheoretisch behandelt werden kann;
ψˆ(r, t) ≈ Ψ(r, t) + θˆ(r, t) . (2.14)
Die Heisenbergsche Bewegungsgleichung (siehe z.B. [38]) fu¨r den Operator ψˆ(r, t) lautet
mit dem Hamiltonoperator 2.13 [45]:
3Experimentelle Beschra¨nkungen durch inelastische Zwei-Ko¨rper-Sto¨ße, die – wie im Fall von Caesium
[41] – fu¨r den Verlust der Atome aus der Magnetfalle sorgen, sind kein prinzipielles Problem und lassen sich
z.B. durch rein optische Ku¨hlung zur Bose-Einstein Kondensation [42] oder durch evaporative Ku¨hlung in
einer Dipolfalle umgehen.
4Fu¨r das Isotop 87Rubidium betra¨gt die Rate fu¨r elastische Sto¨ße, Γel = 32a2scn
√
kTπ /m ≈
1.4 × 10−11s−1cm3 n√T /[µK] [43, 31], die inelastische Zwei-Ko¨rper-Stoßrate betra¨gt Γdip = Gdip n ≈
10−14s−1cm3 n [44], und die Drei-Ko¨rper-Stoßrate betra¨gt Γ3b = L3b n2 ≈ 4 × 10−29s−1cm6 n2 [28]. Bei
Temperaturen im Mikrokelvin-Bereich und Dichten < 1014cm−3 sind elastische Zwei-Ko¨rper-Sto¨ße daher die
bei weitem wichtigsten interatomaren Prozesse; Drei-Ko¨rper-Sto¨ße treten um einen Faktor > 103 seltener
auf.
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ih¯
∂
∂t
ψˆ(r, t) =
δHˆ(r, t)
δψˆ†(r, t)
=
[
− h¯
2∇2
2m
+ Vtrap(r ) +
1
2
∫
ψˆ†′V (r ′ − r )ψˆ′ dr ′
]
ψˆ(r, t) . (2.15)
Unter der Annahme, dass die interatomaren Absta¨nde groß gegenu¨ber der La¨nge sind, auf
der sich das Wechselwirkungspotential V (r ′−r ) signiﬁkant a¨ndert 5, ko¨nnen die Operatoren
θˆ(r, t) in Gl. 2.15 vernachla¨ssigt werden [35], und es ergibt sich mit ψˆ(r, t) = Ψ(r, t) die
Gross-Pitaevskii Gleichung [47, 48]:
ih¯
∂
∂t
Ψ(r, t) =
(
− h¯
2∇2
2m
+ Vtrap(r ) + U0|Ψ(r, t)|2
)
Ψ(r, t) . (2.16)
Das Wechselwirkungspotential (“mean-ﬁeld ”-Potential) geht hier u¨ber die Kopplungs-
konstante U0 ein, die im Fall ultrakalter Gase, d.h. bei dominierender s-Wellen Streuung mit
der Streula¨nge asc, wie folgt geschrieben werden kann
6:
U0 =
4πh¯2asc
m
. (2.17)
Die Gross-Pitaevskii Gleichung 2.16, eine nichtlineare Schro¨dingergleichung, beschreibt –
in einer in den experimentell relavanten Parameterbereichen sehr guten Na¨herung [35, 45, 49]
– die Zeitentwicklung der Grundzustandswellenfunktion.
Von entscheidender Bedeutung fu¨r das Verhalten von Bose-Einstein Kondensaten ist das
Vorzeichen der Streula¨nge asc. Fu¨r eine negative Streula¨nge bzw. eine attraktive Wechselwir-
kung, wie z.B. fu¨r das Isotop 7Lithium, wirkt der nichtlineare Term in der Gross-Pitaevskii
Gleichung, U0|Ψ(r, t)|2, destabilisierend, weil er in der Zeitentwicklung der Wellenfunktion
fu¨r eine Dichteerho¨hung sorgt, die zum Kollaps des Kondensats durch Drei-Ko¨rper-Sto¨ße
fu¨hrt. Die Kondensate im Experiment mit 7Lithium an der Rice University sind durch
diesen Eﬀekt auf Teilchenzahlen N0 < O(103) beschra¨nkt [50] 7. Analog hat das mean-ﬁeld-
Potential bei repulsiven Wechselwirkungen eine stabilisierende Wirkung, da es bei großen
Teilchenzahlen im Kondensat verhindert, dass sich zu hohe Dichten aufbauen ko¨nnen.
5Bei typischen atomaren Dichten in Experimenten zur Bose-Einstein Kondensation liegt der interatomare
Abstand im Bereich von µm, wa¨hrend sich das Wechselwirkungspotential im Bereich der s-Wellen-Streula¨nge
asc a¨ndert.
6Fu¨r das in den Experimenten dieser Arbeit verwandte Element 87Rubidium ergibt sich mit der Masse
m = 1.45 · 10−25 kg und der Streula¨nge asc = 5.77 nm [43] eine Kopplungskonstante von U0/h¯ ≈ 5.40 ·
10−20 cm3/s.
7Durch die Ausnutzung magnetfeldinduzierter Feshbach-Resonanzen ist es mo¨glich, den Betrag von asc
um Gro¨ßenordnungen zu a¨ndern und das Vorzeichen von asc umzukehren [51, 52]. Dies ermo¨glichte ku¨rzlich
die Beobachtung langlebiger Bose-Einstein Kondensate aus 85Rubidium mit bis zu N = 104 Atomen [53].
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Das Vorzeichen von asc hat auch entscheidenden Einﬂuss auf die Eigenschaften von Soli-
tonenlo¨sungen zu Gl. 2.16; so treten in Bose-Einstein Kondensaten aus Atomen mit attrak-
tiven Wechselwirkungen nur
”
helle“ Solitonen, bei solchen mit repulsiven Wechselwirkungen
nur
”
dunkle“ Solitonen auf (siehe Kapitel 4.1).
Mit dem Separationsansatz Ψ(r, t) = φ(r ) exp(−iµt / h¯) ergibt sich aus Gl. 2.16 die
zeitunabha¨ngige Gross-Pitaevskii Gleichung:
(
− h¯
2∇2
2m
+ Vtrap(r ) + U0φ
2(r )
)
φ(r ) = µφ(r ) . (2.18)
Das chemische Potential µ bestimmt hier die Entwicklung der ortsunabha¨ngigen Phase;
die Terme der linken Seite der Gleichung entsprechen der kinetischen Energie des Impuls-
spektrums der Wellenfunktion (
”
Quantendruck“), der potentiellen Energie im Fallenpoten-
tial und der Wechselwirkungsenergie auf ein Atom im eﬀektiven Potential der umgebenden
Atomwolke mit der Dichteverteilung φ2(r ).
Aus den Beitra¨gen dieser nichtlinearen Gleichung kann die
”
Ausheilla¨nge“, l0 (“healing
length”), eine charakteristische La¨nge wechselwirkender Bose-Einstein Kondensate, ermit-
telt werden: Wenn die Dichte aufgrund einer Randbedingung oder einer Singularita¨t in der
Wellenfunktion an einem Ort verschwindet, so erho¨ht sich die kinetische Energie des Kon-
densats, je schneller die Dichte wieder auf den Wert n ansteigt. Andererseits erho¨ht sich
die Wechselwirkungsenergie im Kondensat, je langsamer die Dichte ansteigt, da die Atome
so ein kleineres eﬀektives Volumen zur Verfu¨gung haben. Das lokale Minimum der Gesamt-
energie des Kondensats ist gegeben, wenn Dichtea¨nderungen auf der La¨ngenskala von l0
”
ausheilen“. Die Ausheilla¨nge erha¨lt man dabei durch Gleichsetzen der kinetischen und der
Wechselwirkungsenergie:
h¯2
2ml20
= U0 n → l0 = 1√
8πasc n
. (2.19)
Mit steigender Teilchenzahl im Kondensat wa¨chst die Wechselwirkungsenergie; dies fu¨hrt
(fu¨r asc > 0) zu einer Expansion der atomaren Wolke in Regionen ho¨heren Fallenpotentials.
Hierbei nimmt der Quantendruck ab, wie auch direkt aus der Heisenbergschen Unscha¨rfe-
relation gefolgert werden kann, denn mit ra¨umlichen Ausdehnung der Wellenfunktion muss
die Impulsunscha¨rfe abnehmen. Dies wurde in einem Experiment, in dem das Impulsspek-
trum eines Kondensats ermittelt wurde, besta¨tigt [30].
Im Fall repulsiver Wechselwirkungen und sehr hoher Teilchenzahlen (Nasc/aho  1), der
in den meisten experimentellen Realisierungen vorliegt, kann fu¨r die Berechnung des Grund-
zustands von Gleichung 2.18 der Term kinetischer Energie vernachla¨ssigt werden (Thomas-
Fermi Regime). Dies fu¨hrt zu einer einfachen analytischen Lo¨sung von Gl. 2.18, und es ergibt
sich die Dichte n(r ):
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Abbildung 2.2: Ergebnisse numerischer Simulationen der Gross-Pitaevskii Gleichung zur Dich-
teverteilung in einem 87Rubidium-BEC fu¨r verschiedene Teilchenzahlen (durchgezogene Kurve:
N = 103, gepunktete Kurve: N = 104, strich-gepunktete Kurve: N = 105). Die Fallenfrequenzen
sind ωz = 2π · 14Hz und ωho = 2π · 130Hz (die Dichten sind jeweils auf 1 normiert). Die gestri-
chelte Kurve entspricht dem Dichteverlauf nach der Thomas-Fermi Na¨herung (Gleichung 2.20);
fu¨r N = 103 sind Abweichungen nur in den Flanken der Verteilung zu erkennen. Fu¨r ho¨here Teil-
chenzahlen kommt der Dichteverlauf dem einer invertierten Parabel immer na¨her. Die numerische
Simulation wird in Kapitel 4.3.3 na¨her beschrieben.
n(r ) = φ2(r ) =
µ− Vtrap(r )
U0
fu¨r µ− Vtrap > 0 , (2.20)
= 0 sonst.
Dieses Dichteproﬁl entspricht in jeder Raumrichtung einer invertierten Parabel, die sich
bis zu den durch Vtrap(Ri) = µ , i = x, y, z deﬁnierten Radien Ri erstreckt. In Abb. 2.2 sind
Dichteverla¨ufe fu¨r verschiedene Teilchenzahlen, die aus numerischen Lo¨sungen der Gross-
Pitaevskii Gleichung ermittelt wurden, dargestellt. Der Vergleich der numerischen Lo¨sungen
mit dem Dichteproﬁl in der Thomas-Fermi Na¨herung zeigt, dass diese fu¨r experimentell
zuga¨ngliche Bereiche eine sehr gute Beschreibung darstellt.
Aus Gl. 2.20 und der Normalisationsbedingung
∫
dr n(r ) = N erha¨lt man eine Beziehung
zwischen dem chemischen Potential und der Teilchenzahl:
µ =
h¯ωho
2
(
15Nasc
aho
)2/5
. (2.21)
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Die Radien Ri ergeben sich hiermit zu
Ri = aho
ωho
ωi
(
15Nasc
aho
)1/5
, (2.22)
und bei der Kenntnis der fundamentalen Frequenzen des Fallenpotentials la¨sst sich so
aus der Messung von Ri die Zahl der Atome im Kondensat bestimmen. Die maximale Teil-
chendichte im Kondensat folgt aus Gl. 2.20 zu
n(0) =
µ
U0
=
mωho
8πh¯asc
(
15Nasc
aho
)2/5
. (2.23)
In einem in zwei Richtungen stark und in der dritten Richtung schwach harmonisch
einschließenden Potential, wie es in typischen in BEC-Experimenten verwendeten Fallen
(siehe Kap. 2.2) gegeben ist, ω⊥ ≡ ωx = ωy  ωz, nimmt das Bose-Einstein Kondensat
eine sogenannte
”
Zigarrenform“ an. Das Aspektverha¨ltnis der Achsen ist dabei durch das
Verha¨ltnis der Fallenfrequenzen, λ, gegeben:
R⊥
Rz
=
ωz
ω⊥
≡ λ . (2.24)
Anschaulich gesehen kompensiert im Thomas-Fermi Regime die Wechselwirkungsenergie
an jedem Ort die potentielle Energie im Fallenpotential. Die Atome beﬁnden sich bis auf
einen Randbereich u¨berall in einem eﬀektiv
”
ﬂachen“ Potential. Wird das Fallenpotential
nichtadiabatisch ausgeschaltet, so a¨ndert sich das eﬀektive Potential zu dem invertierten Po-
tential der Falle [54]. Die Wechselwirkungsenergie wird so in kinetische Energie in Richtung
der Gradienten des Fallenpotentials umgesetzt, und aus einem anisotropen Fallenpotential
folgt eine anisotrope Geschwindigkeitsverteilung. Dies steht im krassen Gegensatz zur Ex-
pansion einer thermischen Wolke aus einem beliebigen Potential, die isotrop erfolgen muss,
wie im Gleichverteilungssatz formuliert wird. Die A¨nderung der ra¨umlichen Verteilung des
expandierenden Gases von einer prolaten in eine oblate Form ist daher eine weitere experi-
mentelle Signatur der Bose-Einstein Kondensation (siehe Abb. 2.9).
Im Gegensatz zum Bose-Einstein Kondensat im Thomas-Fermi Regime betra¨gt das
Aspektverha¨ltnis eines nicht wechselwirkenden Bose-Einstein Kondensats in einer aniso-
tropen harmonischen Falle a⊥/az =
√
λ (siehe Gl. 2.12). Entsprechend dieser ra¨umlichen
Verteilung wu¨rde das Kondensat mit einer Impulsverteilung pz/p⊥ =
√
λ expandieren.
Bose-Einstein Kondensate in verdu¨nnten Gasen aus Alkali-Atomen werden in den
typischen experimentellen Parameterbereichen sehr gut durch die Gross-Pitaevskii Glei-
chung beschrieben, wichtige Gro¨ßen ko¨nnen mit ihrer Hilfe quantitativ bestimmt werden.
Damit steht ein machtvolles Instrument zur theoretischen Beschreibung der Experimente
und fu¨r Vorhersagen u¨ber das Verhalten von Bose-Einstein Kondensaten zur Verfu¨gung.
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2.2 Erzeugung von Bose-Einstein Kondensaten
Eine Kombination verschiedener Ku¨hl- und Kompressionsmethoden, deren Verlauf an die
jeweilige Phasenraumdichte des Gases angepasst ist, macht es mo¨glich, ein Gas aus der
”
klassischen Welt“ einer Maxwell-Boltzmann Verteilung in die
”
Quantenwelt“ der Bose-
Einstein Kondensation zu u¨berfu¨hren.
Um ein Bose-Einstein Kondensat in einem verdu¨nnten atomaren Gas zu erzeugen, wird
das Ensemble in einem einschließenden Potential gespeichert und auf so tiefe Temperaturen
geku¨hlt und zu so hohen Dichten komprimiert, dass die thermische de Broglie Wellenla¨nge
in die Gro¨ßenordnung der interatomaren Absta¨nde gelangt (Gleichung 2.9). Wa¨hrend ei-
nes typischen BEC-Experiments wird die Phasenraumdichte des Gases um etwa zwanzig
Gro¨ßenordnungen erho¨ht (siehe Tabelle 2.1). Dies wird durch die Speicherung von Ato-
men in magnetischen oder optischen Feldern innerhalb einer Ultrahochvakuum-Apparatur
ermo¨glicht, da hierbei jeder direkte Kontakt zu makroskopischer Materie vermieden werden
kann – das Gas wird thermisch von der Umwelt entkoppelt.
Die Erho¨hung der Phasenraumdichte des Gases erfolgt in allen bisher realisierten Expe-
rimenten durch eine Kombination verschiedener Ku¨hl- und Kompressionsmethoden, deren
Ablauf an die jeweilige vorhandene Dichte und Temperatur des Gases angepasst ist.
Gemeinsam ist allen bisherigen Experimenten zur Bose-Einstein Kondensation die for-
cierte Verdampfungsku¨hlung des in einer Magnetfalle gespeicherten Ensembles als der
entscheidende Schritt, um von Phasenraumdichten der Gro¨ßenordnung O(10−6) bis zum
quanten-entarteten Regime vorzudringen 8. Die Pra¨paration vor dem Einfang in einer Ma-
gnetfalle ﬁndet im Fall von Gasen aus Alkali-Atomen (87, 85Rubidium, Natrium, Lithium)
mit Hilfe der Laserku¨hlung statt. Gase aus Wasserstoﬀatomen ko¨nnen dagegen zur Zeit nur
mit herko¨mmlichen kryogenischen Methoden vorgeku¨hlt werden [37]. Die verschiedenen ex-
8Auch in optischen Dipolfallen wurden Kondensate produziert (allerdings mit der Verdampfungsku¨hlung
in der Magnetfalle als Zwischenschritt) [55]; Schemata zum Erreichen der Bose-Einstein Kondensation aus-
schließlich mit Methoden der Laserku¨hlung wurden vorgeschlagen [42].
Phasenraumdichte in den Schritten eines BEC-Experiments
(typische Werte des Hannoveraner Experiments)
Temperatur Dichte [cm−3] Phasenraumdichte
Atomofen 420K 1012 10−15
Laserku¨hlung 50µK 1011 10−6
Verdampfungsku¨hlung 600 nK 7 · 1013 1
Kondensationsprozess T < Tc 10
14 105
Tabelle 2.1: Erho¨hung der Phasenraumdichte in den verschiedenen Stufen des BEC-Experimentes.
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Abbildung 2.3: Schematischer Ablauf des BEC-Experiments: die magnetooptische Falle (a), die
magnetische Falle (b) und das erzeugte Kondensat (c) beﬁnden sich am gleichen Ort. Der zeitliche
Ablauf ist in Tabelle 2.2 dargelegt.
perimentellen Realisierungen der Bose-Einstein Kondensation in Alkali-Gasen unterscheiden
sich hauptsa¨chlich in der Wahl der atomaren Spezies, in den Details der Pra¨paration der
atomaren Wolke, die in die Magnetfalle geladen wird, und in den Parametern der Magnet-
falle. Eine U¨bersicht u¨ber die verschiedenen experimentellen Methoden, die in den z. Zt.
weltweit etwa 25 Kondensate produzierenden Gruppen verwandt werden, ﬁndet sich in den
U¨bersichtsartikeln [19, 20, 17].
Im Rahmen der Arbeit [31] und der vorliegenden Arbeit wurde ein Experiment zur
Bose-Einstein Kondensation von 87Rubidium konzipiert und umgesetzt. Der experimentel-
le Aufbau, der auf der Kondensation von Atomen in dem stark einschließenden Potential
einer statischen Magnetfalle des Ioﬀe-Typs beruht, kennzeichnet sich durch eine hohe Stabi-
lita¨t und eine hohe Taktrate der Erzeugung von Bose-Einstein Kondensaten aus. Hierdurch
wird eine Vielzahl von Untersuchen ermo¨glicht: Im Rahmen des Projekts wurden u.a. atom-
optische Experimente mit Bose-Einstein Kondensaten, Experimente mit aus Bose-Einstein
Kondensaten ausgekoppelten Atomen (
”
Atomlaser“) und fundamentale Untersuchungen zu
topologischen Texturen in Bose-Einstein Kondensaten durchgefu¨hrt. Atominterferometri-
sche Experimente mit Bose-Einstein Kondensaten beﬁnden sich derzeit im Aufbau [56].
Die wesentlichen Aspekte der Erzeugung von Bose-Einstein Kondensaten in diesem Ex-
periment wurden bereits in der Doktorarbeit von K. Bongs dargelegt [31]. Verschiedene
Diplomarbeiten, die im Rahmen des BEC-Experiments in Hannover durchgefu¨hrt wurden,
befassen sich mit Aspekten der Laserku¨hlung [57], der Konzeption sowie der experimentel-
len Realisierung von Magnetfallen fu¨r neutrale Atome [58, 59], numerischen Simulationen
der Verdampfungsku¨hlung [60], der Detektion von Bose-Einstein Kondensaten [61] und mit
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Zeitliche Abfolge im BEC-Experiment
(typische Werte des Hannoveraner Experiments)
Laserku¨hlung Chirp-Ku¨hlung des Atomstrahls
Umlenkung des Atomstrahls
Einfang der Atome in der MOT 10 s
Kompression der MOT 50 ms
Polarisationsgradientenku¨hlung 3 ms
Ensembletransfer Spinpolarisation 200 µs
Magnetische Speicherung adiabatische Kompression 1 s
Verdampfungsku¨hlung 15 s
Abschalten der Falle und Detektion des BEC 200 µs
Gesamtdauer des Experiments ∼25 s
Tabelle 2.2: Zeitdauern der einzelnen Schritte auf dem Weg zur Bose-Einstein Kondensation.
Experimenten mit Bose-Einstein Kondensaten [62, 63, 56].
In den na¨chsten Abschnitten folgt daher nur eine kurze Zusammenfassung der im Han-
noveraner Experiment unternommenen Schritte zur Ku¨hlung eines Rubidiumgases bis zur
Bose-Einstein Kondensation. Zuna¨chst wird das zeitliche Taktschema des Experiments
erla¨utert, danach werden die einzelnen Schritte des Experiments vorgestellt und schließlich
werden experimentelle Ergebnisse zur Erzeugung von Bose-Einstein Kondensaten diskutiert.
2.2.1 Die Konzeption eines BEC-Experiments
Das im Experiment verwandte Element ist 87Rubidium. Dieses Isotop besitzt einen ganz-
zahligen Gesamtspin, ist also bosonisch und genu¨gt der Bose-Einstein Statistik. Es besitzt
im (elektronischen) Grundzustand ein magnetisches Moment, sodass es in einer Magnetfal-
le gespeichert werden kann. Außerdem ist 87Rubidium ein sehr geeignetes Element fu¨r die
Laserku¨hlung und fu¨r die Verdampfungsku¨hlung.
Die Bose-Einstein Kondensation von 87Rubidium ﬁndet in dem hier beschriebenen Ex-
periment durch die Kombination von verschiedenen Methoden der Laserku¨hlung und der
Verdampfungsku¨hlung in einer statischen Magnetfalle (“cloverleaf”-Typ [64]) statt. Die un-
terschiedlichen Methoden sind in Abb. 2.3 dargestellt. Zuna¨chst werden Atome in einer
magnetooptischen Falle gefangen, bis ein ein Ensemble mit etwa 109 Atomen angesam-
melt ist. Um eine schnelle Fu¨llung der Falle bei extrem niedrigem Hintergrundgasdruck,
O(10−11mbar), zu gewa¨hrleisten, wird die Falle quasikontinuierlich aus einem langsamen
Atomstrahl geladen. Dieser wird mit Hilfe der “chirp”-Ku¨hlung aus einem thermischen
Atomstrahl erzeugt. Eine Umlenkung des langsamen Strahls sorgt fu¨r die Verbesserung
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des Hintergrundgasdruckes im Bereich der Magnetfalle.
In einer schnellen Abfolge wird die Atomwolke anschließend ra¨umlich komprimiert und
verschoben, danach mit Hilfe der Polarisationsgradientenku¨hlung bis zu einer Temperatur
von ca. 50µK geku¨hlt. Anschließend werden die Atome durch optisches Pumpen in den
Hyperfeinzustand |F = 2, mF = +2 > transferiert. Die so bei einer Phasenraumdichte von
ρps ≈ 10−6 pra¨parierte Atomwolke wird in einer magnetostatischen Falle gefangen. Durch
eine Kompression der Falle wird ein fu¨r die evaporative Ku¨hlung gu¨nstiger Parameterbe-
reich, in dem die elastischen Zwei-Ko¨rperprozesse die inelastischen Zwei-Ko¨rperprozesse
und die Drei-Ko¨rperprozesse weit u¨berwiegen, eingestellt. Aufgrund der stark einschließen-
den Eigenschaften der verwandten Magnetfalle la¨sst sich die beschleunigte RF-induzierte
Verdampfungsku¨hlung bis zur Bose-Einstein Kondensation in der im Vergleich mit anderen
Experimenten sehr kurzen Zeit von 10-15 s durchfu¨hren [31]. Die so erzeugten Kondensate
besitzen Teilchenzahlen N0 = O(105) und Temperaturen T = O(200 nK), ihre Dichtevertei-
lung kann durch ortsaufgelo¨ste Absorptionsmessungen und mit Hilfe von Dunkelfeld- und
Phasenkontrastverfahren ermittelt werden. Die Geschwindigkeitsverteilung im Kondensat
la¨sst sich mit Hilfe von Ramanu¨berga¨ngen zwischen verschiedenen Impulszusta¨nden messen
(Bragg-Spektroskopie [65, 30]). Die Lebensdauer des Kondensats von τ > 1 s erlaubt es, eine
Vielzahl von Experimenten durchzufu¨hren. Die typischen Zeitdauern der einzelnen Schritte
des Experiments sind in Tabelle 2.2 dargestellt. Mit einer Repetitionsrate von zwei bis drei
Kondensaten pro Minute geho¨rt dieses Experiment im internationalen Vergleich derzeit zu
den schnellsten und ermo¨glicht so viele systematische Messungen bei hoher Stabilita¨t.
Im folgenden werden die experimentellen Schritte vom thermischen Atomstrahl bis zur
Detektion des Bose-Einstein Kondensats im einzelnen kurz erla¨utert.
2.2.2 Laserku¨hlung neutraler Atome
Die Laserku¨hlung neutraler Atome beruht auf den mechanischen Eﬀekten bei der Wechsel-
wirkung von Licht mit Materie. Ausfu¨hrliche Diskussionen ﬁnden sich z.B. in [66, 67].
Wenn bei Wechselwirkungen eines Lichtfeldes (Frequenz ω, Wellenvektor k ) mit Materie
die Energie E = h¯ω ausgetauscht wird, so wird immer auch ein Impuls p = h¯k u¨bertragen 9.
Hieraus ergibt sich die Spontankraft als die auf ein Atom wirkende Kraft, die zur Absorption
9Die mechanischen Eﬀekte bei diesem Impulsu¨bertrag lassen sich, je nachdem, ob der Austausch koha¨rent
oder inkoha¨rent geschieht, in zwei Kategorien unterteilen: die Spontankraft wirkt bei Streuprozessen, die
spontane Emissionen beinhalten; die Dipolkraft begleitet Prozesse, in denen Photonen nur induziert ab-
sorbiert und emittiert werden. Bei spontanen Prozessen ist die Dissipation von Energie mo¨glich, die La-
serku¨hlung beruht daher auf der Spontankraft; die Dipolkraft eignet sich dagegen zur koha¨renten Manipu-
lation atomarer Ensembles.
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Abbildung 2.4: Ausschnitt aus dem Termschema von 87Rubidium mit der Aufspaltung der Linien
der Hyperfeinstruktur in MHz.
und folgenden spontanen Emission eines Photons aus einem gerichteten Lichtfeld korrespon-
diert. Wa¨hrend die Absorptionen immer gerichtet erfolgen, sind die spontanen Emissionen
isotrop verteilt, u¨bertragen im Mittel vieler Prozesse also keinen Impuls. Die gemittelte
Kraft (Spontankraft) auf ein sich mit der Geschwindigkeit v bewegendes Zwei-Niveau-Atom
in einem gegenu¨ber der Resonanzfrequenz ω0 um δ = ωL − ω0 verstimmten Lichtfeld der
Intensita¨t I betra¨gt
F (v ) =
h¯k
2τ
I/I0
1 + I/I0 +
[
2τ(δ − k · v )
]2 , (2.25)
mit der Sa¨ttigungsintensita¨t I0 und der Lebensdauer τ = Γ
−1 des atomaren U¨bergangs.
Diese Kraft ist maximal, wenn die Verstimmung des Lichtfeldes gerade die Dopplerverschie-
bung kompensiert, (δ−k ·v ) = 0. U¨ber die Regelung der Frequenz der (in Gro¨ßenordnungen
von Γ schmalbandigen) Laserquellen lassen sich also gezielt bestimmte Geschwindigkeitsklas-
sen in atomaren Ensembles ansprechen. Bei hohen Lichtintensita¨ten geht die Spontankraft
allerdings in Sa¨ttigung, weil die maximale Rate der Impulsu¨bertra¨ge durch die Linienbreite
des U¨bergangs, Γ, begrenzt ist.
Die relativ einfache elektronische Struktur der Alkali-Atome macht diese zu geeigneten
Kandidaten fu¨r die Laserku¨hlung; sie besitzen erstens schnelle U¨berga¨nge zwischen Grund-
zustand und erstem elektronisch angeregten U¨bergang mit Wellenla¨ngen in Bereichen, die
mit Lasern hoher Ausgangsleistung erreichbar sind. Zweitens lassen sich durch optisches
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Pumpen quasi-geschlossene U¨berga¨nge erreichen. Damit ko¨nnen bei hoher Spontankraft die
atomaren Impulse manipuliert werden, ohne dass die Atome in Zusta¨nde gelangen, die nicht
an das Lichtfeld koppeln.
Abb. 2.4 zeigt einen Ausschnitt des Energieniveauschemas von 87Rubidium. Die Manipu-
lation der Atome mit Hilfe der Spontankraft geschieht auf dem U¨bergang (52S1/2, F = 2)→
(52P3/2, F
′ = 3). Abha¨ngig von der Frequenzverstimmung des Lichtfeldes gegenu¨ber diesem
U¨bergang gibt es eine Wahrscheinlichkeit der Anregung in das (F ′ = 2)-Niveau, von dem
aus die Atome in das (F = 1)-Niveau des Grundzustands zerfallen ko¨nnen. Deshalb ist es
notwendig, die Atome aus diesem Niveau optisch in das (F = 2)-Niveau
”
zuru¨ckzupumpen“.
Mit der Masse m = 1.45 · 10−25 kg und der Laserwellenla¨nge 780 nm ergibt sich eine
Geschwindigkeitsa¨nderung des Atoms pro absorbierten Photon von vrec = 5.83mm/s. Um
Atome von durchschnittlichen Geschwindigkeiten in thermischen Ensembles nahezu zum
Ruhen zu bringen, sind also O(104) Prozesse notwendig 10.
Die in dem einfachen Modell eines Zwei-Niveau-Atoms erreichbaren Temperaturen sind
durch die mit spontanen Emissionen verbundenen zufa¨lligen Spru¨nge im Impulsraum nach
unten begrenzt. Die Rate dieser Spru¨nge ist proportional zur Linienbreite; bei niedrigen
Laserintensita¨ten und der optimalen Laserverstimmung von δL = Γ/2, die u¨ber die Dopp-
lerverschiebung zur Da¨mpfung der atomaren Bewegung fu¨hrt, ﬁndet man fu¨r die Minimal-
temperatur TD dieses Modells den Wert kTD = h¯Γ/2.
Durch die komplexere Struktur atomarer Zusta¨nde im realen Fall sind weitere Ku¨hlme-
chanismen mo¨glich, mit denen sich wesentlich tiefere Temperaturen erreichen lassen [68].
Mit Hilfe der Polarisationsgradientenku¨hlung lassen sich Temperaturen T erreichen, die
im wesentlichen durch den Impuls eines einzelnen emittierten Photons begrenzt sind:
kTrec = (h¯k)
2/ 2m. Die im BEC-Experiment vorhandenen atomaren Dichten von bis zu
1011cm−3 begrenzen hier die mit der Polarisationsgradientenku¨hlung erreichbare Tempera-
tur auf T = O(10− 100Trec).
Die Magnetooptische Falle
Um ein lasergeku¨hltes atomares Ensemble in einem Raumgebiet zu konzentrieren und ho-
he Phasenraumdichten zu erreichen, ist es notwendig, ein ortsabha¨ngiges Kraftfeld zu be-
nutzen. Die magnetooptische Falle (MOT) [69], die in vielen physikalischen Laboratorien
und inzwischen sogar in physikalischen Studentenpraktika etabliert ist [70], beruht darauf,
10Da die Lebensdauer des angeregten (52P3/2)-Niveaus nur τ = 27ns betra¨gt, ist gegenu¨ber der so er-
reichbaren Beschleunigung von amax = 1.1 · 105m/s2 die Erdbeschleunigung zu vernachla¨ssigen; die Atome
ko¨nnen in einer Zeit ∆t zum Ruhen gebracht werden, in der sie im Schwerefeld der Erde nur um Mikrometer
fallen.
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dass die auf Atome wirkende Spontankraft 2.25 in einem inhomogenen Magnetfeld durch
die lokale Zeeman-Verschiebung der atomaren Niveaus ortsabha¨ngig wird. Sie besteht im
hier beschriebenen Experiment aus einer Anordnung aus sechs unabha¨ngigen, zirkular po-
larisierten Laserstrahlen, die sich im Zentrum eines Quadrupolmagnetfeldes treﬀen (siehe
Abb. 2.5). Fu¨r kleine atomare Geschwindigkeiten entspricht die Bewegung eines Atoms im
Lichtfeld bei geeignet gewa¨hlten Parametern von Laserintensita¨t (O(Isat)), -verstimmung
(δl = O(Γ)) und Magnetfeldgradient (O(1G/cm)) der eines u¨berkritisch geda¨mpften har-
monischen Oszillators [57]. Die maximale Geschwindigkeit, bei der Atome, die in den U¨ber-
lappbereich der Laserstrahlen geraten, eingefangen werden, ist außer durch diese Parameter
im wesentlichen durch die Gro¨ße des Einfangvolumens gegeben. Mit den im Experiment
verwandten Parametern (Strahldurchmesser d ≈ 22 mm, Intensita¨t I ≈ 14 mW/cm2,
∂B/∂xi ≈ 1 G/cm, Laserverstimmung δl ≈ −2.5Γ) ergibt sich eine maximale Einfang-
geschwindigkeit von vmax = 30− 40m/s 11.
Abbildung 2.5: Schematischer Aufbau einer magnetooptischen Falle: Zwei gegensinnig durchﬂos-
sene Spulen erzeugen ein Quadrupolmagnetfeld; sechs zirkular polarisierte Laserstrahlen schneiden
sich im magnetischen Nullpunkt.
Abbremsung und Umlenkung des Atomstrahls
Um die magnetooptische Falle bei einem niedrigen Hintergrundgasdruck im Bereich p =
O(10−11mbar) 12 schnell laden zu ko¨nnen, wird ein abgebremster und umgelenkter Atom-
strahl genutzt.
11Die maximale Einfanggeschwindigkeit la¨sst sich u¨ber die Parameter der Abbremsung des Atomstrahls
direkt messen.
12Ein niedriger Hintergrundgasdruck ist fu¨r hohe Speicherzeiten in der magnetischen Falle notwendig.
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Der Atomstrahl wird in einem Atomofen, der bei einer Temperatur von T ≈ 420 K
betrieben wird, generiert und mit Hilfe von Blenden geformt. Auf einer Strecke von 70 cm
wird der Strahl mit der Chirpku¨hlung [71] auf Geschwindigkeiten von ca. 30m/s, also in
den Einfangbereich der MOT, abgebremst.
Die Abbremsung erfolgt u¨ber die Spontankraft (Gl. 2.25), die ein dem Atomstrahl
entgegengerichteter Laserstrahl auf die Atome ausu¨bt. Die sich beim Abbremsen a¨ndern-
de eﬀektive Verstimmung der Atome wird durch eine zeitliche A¨nderung der Ku¨hl- und
Ru¨ckpumplaser-Frequenz kompensiert; innerhalb von 3-4 ms werden die Laserfrequenzen
mit Hilfe eines elektrooptischen Modulators linear um etwa 500 MHz verstimmt (siehe
Abb. B.1). Durch periodische Wiederholung wird ein quasikontinuierlicher Fluss langsamer
Atome von QStrahl = 10
8 . . . 109 s−1 erreicht [31].
Abbildung 2.6: Schematischer Aufbau des Experiments zur Bose-Einstein Kondensation.
Um den Hintergrundgasdruck am Ort der Speicherung der Atome besonders niedrig
zu halten, wird eine zusa¨tzliche Umlenkung des langsamen Anteils des Atomstrahls vorge-
nommen [72] (siehe Abb. 2.6). Die Umlenkung um einen Winkel von ca. 14◦ erfolgt mit
Hilfe eines zylindrisch fokussierten Laserfeldes mit den Ku¨hl- und Ru¨ckpump-Frequenzen,
dessen Wellenvektoren senkrecht zur Bewegungsrichtung der auf Kreisbahnen umgelenkten
Atome stehen. Dadurch gelangen nur die langsamen, abgebremsten Atome aus dem Atom-
strahl in den unteren Bereich der UHV-Apparatur, wa¨hrend der nicht abgebremste Anteil
des Atomstrahls (u.a. die Atome des Isotops 85Rb, deren Anteil ca. 72% betra¨gt) an einer
Zwischenebene der Apparatur abgehalten wird.
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2.2.3 Magnetische Speicherung neutraler Atome
Das zeitunabha¨ngige Potential einer Magnetfalle erlaubt es einer gespeicherten atomaren
Wolke, durch Thermalisierungsprozesse in ein thermodynamisches Gleichgewicht zu gelan-
gen. Dies macht den Einsatz der Verdampfungsku¨hlung mo¨glich, mit der die Bose-Einstein
Kondensation erreicht werden kann.
Die Energieverschiebung EMF , die ein Atom, das ein magnetisches Moment µ besitzt, in
einem magnetischen Feld B erfa¨hrt, betra¨gt
EMF = −µ · B . (2.26)
Kann das magnetische Moment des Atoms dem Magnetfeld adiabatisch folgen (d.h., dass
die Lamorfrequenz groß gegenu¨ber der relativen zeitlichen A¨nderung des Magnetfeldes ist,
siehe z.B. [59]), so gilt fu¨r kleine magnetische Feldsta¨rken das Potential
UMF (r ) = gFmFµB| B(r )| , (2.27)
mit dem Lande´-Faktor gF des atomaren Hyperfeinstrukturniveaus |F, mF 〉 und dem
Bohrschen Magneton µB. In dreidimensionalen Potentialminima UMF lassen sich Atome
fangen, wenn deren kinetische Energie nicht zum Verlassen der Potentialmulde ausreicht.
Da sich im freien Raum keine statischen 3D Magnetfeldmaxima erzeugen lassen (
”
Wing-
Theorem“) [73], ko¨nnen nur Atome, fu¨r die gFmF > 0 gilt (“low ﬁeld seeker”), gespeichert
werden. Fu¨r den elektronischen Grundzustand 52S1/2 von
87Rubidium sind dies die Zusta¨nde
|F = 2, mF = +2〉, |F = 2, mF = +1〉 und |F = 1, mF = −1〉; im beschriebenen Experi-
ment werden die Atome Zustand |F = 2, mF = +2〉magnetisch gespeichert (siehe Abb. 2.7).
Da die Atome nach der Laserku¨hlung statistisch auf die fu¨nf mF -Zusta¨nde verteilt sind,
muss zum Erreichen einer hohen Umladeeﬃzienz in die Magnetfalle das Ensemble vor dem
Einschalten des Fallenpotentials spinpolarisiert werden. Dies geschieht im Experiment durch
optisches Pumpen mit relativ zu einem Fu¨hrungs-Magnetfeld zirkular polarisiertem, mit
dem U¨bergang |F = 2〉 → |F ′ = 2〉 resonantem Laserlicht (siehe Abb. 2.4, B.1). Durch
die Spinpolarisation und eine Modenanpassung des Umladeprozesses [59, 31] (Verschieben
und Kompression der lasergeku¨hlten Atomwolke, Anpassung des Magnetfallenpotentials)
erha¨lt man eine Umladeeﬃzienz von ∼ 50% bei vernachla¨ssigbarer Temperaturerho¨hung
des Ensembles.
Als Magnetfalle wurde eine statische Magnetfalle des Ioﬀe-Typs realisiert [74], die
sich dadurch auszeichnet, dass im Minimum r0 ein nicht verschwindendes Feld herrscht,
| B(r0)| > 0. Die Spulen sind im sogenannten cloverleaf-design konﬁguriert [64], welches
24
Abbildung 2.7: Schematische Darstellung des Prinzips der RF-Verdampfungsku¨hlung. Aufgetra-
gen sind die Energieniveaus der Zusta¨nde |F = 2, mF = −2 . . . + 2〉 im inhomogenen Magnetfeld
des Zentrums der Magnetfalle. Ein elektromagnetisches Feld der Frequenz ωRF ist in Regionen
resonant, in die nur die hochenergetischen Atome im Ensemble gelangen ko¨nnen. Diese werden
durch mehrere RF-Photonen in ungefangene Zusta¨nde u¨berfu¨hrt und durch die Schwerkraft und
Magnetfeldgradienten aus der Falle entfernt.
einen sehr guten optischen Zugang zur gefangenen atomaren Wolke gewa¨hrt. Das so erzeug-
te Fallenpotential UMF ist ein in allen drei Raumrichtungen harmonisches Potential und
besitzt bei dem in den beschriebenen Messungen benutzten Betriebsstrom von I = 280 A
Fallenfrequenzen von ωz = 2π · 14 Hz und ω⊥ = 2π · 425 Hz. Dies fu¨hrt zu einer langge-
streckten Form der gefangenen Ensembles, wobei die lange (z-) Achse in der Horizontalen
und senkrecht zur Richtung der Detektion liegt.
Ausfu¨hrliche Beschreibungen der Magnetfalle ﬁnden sich in [31, 58, 59].
2.2.4 Evaporative Ku¨hlung
Die Verdampfungsku¨hlung wird in bisher allen Experimenten zur Bose-Einstein Konden-
sation atomarer Gase als Technik zur eﬀektiven Erho¨hung der Phasenraumdichte bis zum
Phasenu¨bergang angewandt. Die Verdampungsku¨hlung beruht auf dem Entfernen des hoch-
energetischen Anteils aus der Energieverteilung der Atome durch einen selektiven Prozess
und der gleichzeitigen Rethermalisierung der verbleibenden Atome u¨ber elastische Kolli-
sionen. Die Temperatur des Ensembles verringert sich hierbei, weil mit jedem Atom ein
u¨berproportional hoher Anteil der Gesamtenergie aus dem System abgefu¨hrt wird. Ver-
dampfungsku¨hlung magnetisch gefangener atomarer Gase wird in der Literatur eingehend
diskutiert (siehe z.B. [75, 76, 77]). Numerische Simulationen der Verdampfungsku¨hlung und
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s-Wellen-Streula¨nge a = 5(..6) · 10−9m [43]
elast. Zwei-Ko¨rper-Sto¨ße Γel = 32a
2
scn
√
πkT/m Γel ≈ 1.4 · 10−11 n[cm−3]
(
T
[µK]
)1/2
[31]
inelast. Zwei-Ko¨rper-Sto¨ße (|F = 2, mF = 2〉) Gdip = 10−14 s−1cm3 [44]
inelast. Zwei-Ko¨rper-Sto¨ße (|F = 1, mF = −1〉) Gdip < 1, 6 · 10−16 s−1cm3 [28]
Drei-Ko¨rper-Sto¨ße L3b = 4 · 10−29 s−1cm6 [28]
Tabelle 2.3: Stoßdaten fu¨r 87Rb
hierauf basierende Optimierungsstrategien wurden in Arbeiten im Rahmen des BEC Pro-
jektes in Hannover durchgefu¨hrt [60, 31] und in einem Artikel zusammengefasst [78].
Im beschriebenen Experiment wird die Verdampfungsku¨hlung des in der Magnetfalle ge-
speicherten Ensembles mit Hilfe eines in die Fallenregion eingestrahlten Radiofrequenzfeldes
mit einem optimierten Frequenzverlauf durchgefu¨hrt (forcierte Verdampfungsku¨hlung). Die
Frequenz ωRF wird zuna¨chst so gewa¨hlt, dass sie dem Abstand der Energieniveaus der mF -
Zusta¨nde im a¨ußeren Bereich des Ensembles entspricht, |gFµBB(r )| = h¯ωRF (siehe Abb.
2.7). Atome, die genu¨gend Energie besitzen, um in diesen Bereich der Falle zu gelangen,
werden so in die Zusta¨nde |F = 2, mF = −2,−1, 0〉 u¨berfu¨hrt und aus dem Ensemble ent-
fernt. Im folgenden kann mit der Rate, mit der die u¨brigen Atome rethermalisieren, die
Radiofrequenz abgesenkt werden, um mit einem signiﬁkanten Anteil der Energieverteilung
in Resonanz zu bleiben und so die mittlere Energie pro Atom gleichfo¨rmig zu senken. Da mit
sinkender Temperatur die Dichte des gefangenen Ensembles zunimmt (siehe Gl. 2.8), nimmt
auch die Stoß- und damit die Thermalisierungsrate zu, und der Prozess beschleunigt sich.
Die (nicht selektiven) Verlustprozesse durch Sto¨ße mit dem Hintergrundgas und inelastische
Zwei- und Drei-Ko¨rper-Sto¨ße erfordern eine Mindestrate der Absenkung der Radiofrequenz,
um innerhalb der Lebensdauer des gefangenen Ensembles die Bose-Einstein Kondensation
zu erreichen. Bei einer experimentellen Lebensdauer von τ ≈ 60 s und einer typischen Zeit-
dauer des Verdampfungszyklus von t ≈ 10 . . . 15 s spielen die Verlustprozesse durch Sto¨ße
mit dem Hintergrundgas eine untergeordnete Rolle; die dichteabha¨ngigen Raten fu¨r Sto¨ße
der gefangenen Atome untereinander sind in Tab. 2.3 wiedergegeben.
Im Experiment wird die Radiofrequenz in typischerweise drei bis fu¨nf linearen Frequenz-
verla¨ufen von einer Startfrequenz im Bereich von ωRF = 2π ·30MHz bis zu der Endfrequenz
im Bereich von ωRF = 2π ·500 kHz abgesenkt. Bei der Verdampfungsku¨hlung geht ein Groß-
teil der Atome verloren (bei einer Startteilchenzahl von N = 2.5 · 108 wird die kritische
Temperatur TC mit einer Teilchenzahl von N ≈ 7 · 105 erreicht [78]); die Temperatur wird
hierbei um etwa drei Gro¨ßenordnungen abgesenkt, und die Dichte erho¨ht sich um etwa drei
Gro¨ßenordnungen, sodass die Phasenraumdichte um mehr als sechs Gro¨ßenordnungen bis
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1096 Khz
1094 Khz
1084 Khz
1048 Khz
Abbildung 2.8: Serie von Absorptionsabbildungen von atomaren Ensembles nach der Verdam-
fungsku¨hlung mit verschiedenen Endfrequenzen. Die Flugzeit nach Abschalten der Magnetfalle
betrug jeweils 25ms. Die Serie zeigt deutlich, wie der Phasenu¨bergang zur Bose-Einstein Konden-
sation mit sinkender Endfrequenz u¨berschritten wird (bei ca. 1094 kHz) und sich bei niedrigen
Endfrequenzen - entsprechend Gl. 2.10 - nahezu alle Atome im Grundzustand beﬁnden.
zum Erreichen der Bose-Einstein Kondensation erho¨ht wird.
Im Hannoveraner BEC-Projekt wurden mit Hilfe der beschriebenen Ku¨hlverfahren erst-
mals im August 1998 Bose-Einstein Kondensate erzeugt.
2.2.5 Detektion von Bose-Einstein Kondensaten
Die makroskopische Ausdehnung eines Bose-Einstein Kondensats erlaubt dessen direkte
Beobachtung mit Hilfe aus der Mikroskopie bekannter Methoden. Grundlegende Beschrei-
bungen der Messmethoden an Bose-Einstein Kondensaten ﬁnden sich in [20, 39, 79].
Das im Hannoveraner Experiment aufgebaute Detektionssystem besteht aus einem La-
serstrahl, dessen Intensita¨t und Frequenz mit Hilfe eines akustooptischen Modulators ge-
schaltet werden ko¨nnen, einem abbildenden optischen System und einer elektronisch gesteu-
erten ICCD-Kamera (Intensiﬁed Charge Coupled Device). Es wird detailliert in den Arbeiten
[31, 61, 63] beschrieben. Der modulare Aufbau erlaubt es, das Detektionssystem sowohl fu¨r
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Absorptionsaufnahmen als auch fu¨r Dunkelfeldaufnahmen und Phasenkontrastmessungen
einzusetzen. Detektionsmessungen der Dichteverteilung ko¨nnen sowohl in situ als auch nach
einer ballistischen Expansion (“time-of-ﬂight”) durchgefu¨hrt werden.
Die in Abschnitt 2.2.7 diskutierte Methode der Bragg-Beugung von Materiewellen er-
laubt außerdem eine ortsaufgelo¨ste Analyse des Geschwindigkeitsfelds im Kondensat.
Absorptionsaufnahmen
Fu¨r Absorptionsaufnahmen beﬁndet sich der Detektionslaser auf Resonanz mit dem
Ku¨hlu¨bergang (siehe Abb. 2.4), sodass die atomare Wolke Photonen streut und im Strahl
ein Schattenwurf mit einer von der atomaren Sa¨ulendichte abha¨ngigen Dunkelheit entsteht.
Dieser Schattenwurf wird mit Hilfe eines Mikroskopobjektivs und eines Linsensystems auf
die Kamera abgebildet. Die im Experiment so erreichbare Auﬂo¨sung betra¨gt etwa 3.7µm
[63].
In Abb. 2.8 sind Absorptionsaufnahmen von atomaren Wolken nach der Verdamp-
fungsku¨hlung bis zu vier unterschiedlichen Temperaturen (die unterschiedlichen Endfre-
quenzen entsprechen) und nach einem time-of-ﬂight von jeweils 25 ms dargestellt. In der
dreidimensionalen Darstellung entsprechen die x- und y-Koordinate den ra¨umlichen Ko-
ordinaten im Probelaserstrahl, in der dritten Dimension ist als Ho¨he die optische Dichte
aufgetragen. Man erkennt den Phasenu¨bergang zum Bose-Einstein Kondensat an der ma-
kroskopischen Besetzung des Grundzustandes, die im Absorptionsbild als bimodale Vertei-
lung eines zentralen Maximums und einer isotropen breiteren Verteilung, die den Atomen
der thermischen Wolke entspricht. In U¨bereinstimmung mit Gl. 2.10 beﬁnden sich bei tiefen
Temperaturen (T < 0.5Tc) > 90% der Atome im Kondensat; die thermische Wolke ist mit
< 10% der Atome nicht mehr detektierbar (Abb. 2.8, 1048 kHz 13).
Abb. 2.9 zeigt Absorptionsbilder von Bose-Einstein Kondensaten nach unterschiedlichen
Zeiten ballistischer Expansion tTOF . Die Umwandlung der Wechselwirkungsenergie der Ato-
me in kinetische Energie fu¨hrt zu einer anisotropen Expansion der atomaren Wolke, die die
anfa¨ngliche prolate Form (1ms) u¨ber eine Kugelform (16ms) in eine oblate Form (32ms)
u¨berfu¨hrt. Wa¨hrenddessen fa¨llt die Wolke durch den Einﬂuss der Schwerkraft um etwa
fu¨nf mm. Da Absorptionsaufnahmen durch die resonanten Streuprozesse das Kondensat
zersto¨ren, wurden fu¨r die Flugserie 2.9 die Aufnahmen verschiedener Kondensate zu einem
Bild zusammengefu¨gt.
13Bei diesen Messungen trat die Bose-Einstein Kondensation aufgrund gea¨nderter Parameter der Magnet-
falle schon bei einer RF-Endfrequenz von ∼ 1095 kHz ein.
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Abbildung 2.9: Absorptionsbilder von Bose-Einstein Kondensaten zu unterschiedlichen Zeiten
nach dem Abschalten der Magnetfalle. Der Einﬂuss der nichtlinearen Wechselwirkungsenergie ist
an der anisotropen Expansion der Wolken zu erkennen. Fu¨r diese Flugserie wurden die Aufnahmen
verschiedener Kondensate in einem Bild dargestellt.
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Dunkelfeld- und Phasenkontrastmessungen
Mit dem im Experiment verwandten Detektionssystem sind auch die dispersiven Messver-
fahren der Dunkelfeld- und Phasenkontrastmessungen mo¨glich. Diese erlauben den Einsatz
weit gegenu¨ber der atomaren Resonanz verstimmten Probelichts und damit nichtdestruk-
tive Messungen. Dispersive Messverfahren beruhen darauf, die Phasenverzo¨gerung, die das
Licht beim Durchgang durch die Atomwolke erfa¨hrt, durch eine Trennung der gestreuten
und der nicht gestreuten Komponenten des Probelichts und eine unabha¨ngige Manipula-
tion dieser Komponenten sichtbar zu machen. In der Dunkelfeld-Methode geschieht dies
durch das Blockieren der ungestreuten Komponente mit einem lichtundurchla¨ssigen Objekt
in einer Fourierebene des Detektionssystems. Im Phasenkontrastverfahren wird dagegen die
ungestreute Komponente des Probelasers mit einem Phasenpla¨ttchen in der Fourierebene
phasenverzo¨gert. Dies fu¨hrt bei der U¨berlagerung (Interferenz) der beiden Komponenten in
der Bildebene zu einem hohen Kontrast.
Die Detektion von Bose-Einstein Kondensaten sowie der Einsatz von Dunkelfeld- und
Phasenkontrastmessungen im Hannoveraner Experiment werden in [20] bzw. [61, 31] einge-
hend diskutiert. Beispiele fu¨r Dunkelfeldmessungen von Bose-Einstein Kondensaten ﬁnden
sich auf Seite 3 der in Kapitel 6.3 abgedruckten Vero¨ﬀentlichung.
2.2.6 Atomlaser
Eine der meistdiskutierten Anwendungen von Bose-Einstein Kondensaten ist deren Einsatz
als Quelle eines Atomlasers [4, 80, 5, 6, 7].
Eine Deﬁnition des Atomlaser ist [20], dass dieser durch einen stimulierten Prozess einen
koha¨renten, gerichteten Atomstrahl erzeugt. Atomlaser sind damit das direkte atomoptische
Analogon zu Lasern in der Optik. Der Erzeugungsmechanismus der koha¨renten Materiewel-
len ist die bosonisch stimulierte Versta¨rkung von Atomen. Sie tritt z.B. im Kondensations-
prozess zur Bose-Einstein Kondensation auf [27], aber auch bei der Streuung von Atomen
in Anwesenheit eines anderer makroskopisch besetzter Zusta¨nde [10].
Bei der Verwendung von Bose-Einstein Kondensaten in Atomlaser-Experimenten dient
der makroskopisch besetzte Grundzustand, der sich mit der thermischen Wolke in Kontakt
beﬁndet, als aktives Medium; das Fallenpotential dient als Resonator, und als Auskoppler
wurden verschiedene Mechanismen demonstriert:
Gepulste oder kontinuierliche Radiofrequenzstrahlung kann Spinﬂips der Atome indu-
zieren, die die Atome in nicht gefangene Zusta¨nde u¨berfu¨hren, sodass sie der Schwerkraft
folgend einen gepulsten oder kontinuierlichen Atomstrahl bilden. Mit diesem Mechanismus
30
Abbildung 2.10: Absorptionsaufnahme eines Atomlaser-Strahls. Ein Anteil eines Bose-Einstein
Kondensats (|F = 2,mF = 2〉) wird mit HIlfe eines RF-Feldes u¨ber eine Zeitdauer von 20ms
kontinuierlich in den Zustand |F = 2,mF = 0〉 umgepumpt und bildet einen gleichma¨ßigen Fluss
von Atomen, der der Schwerkraft folgt.
wurde der erste (gepulste) Atomlaser realisiert [4], durch eine Stabilisierung der magneti-
schen Felder ist eine quasi-kontinuierliche Auskopplung von Atomen mo¨glich [7]. Die quasi-
kontinuierliche und die gepulste Auskopplung aus der Magnetfalle wurden auch im Rahmen
dieser Arbeit und in [31] verwandt. Abb.2.10 zeigt einen im Hannoveraner BEC-Experiment
erzeugten quasi-kontinuierlich ausgekoppelten Atomlaserstrahl einer La¨nge von ca. 2mm.
Als weiterer Auskoppelmechanismus wurden Raman-U¨berga¨nge, die mit einem Impuls-
u¨bertrag und so einer wa¨hlbaren Auskoppelrichtung verbunden sind, demonstriert [6]. Die
Auskopplung von Atomen aus einem in ein optisches Gitter umgeladenen BEC aufgrund
des Tunneleﬀekts fu¨hrt zu einem regelma¨ßigen Zug von atomaren Pulsen [5].
Der Einsatz blau verstimmter Dipolfallen, der im Rahmen dieser Arbeit und in [31]
demonstriert wurde, bietet weitere Realisierungsmo¨glichkeiten von Atomlasern [32]. Zum
einen ko¨nnen durch eine Variation der Potentialho¨he Atome in Richtung der Schwerkraft
ausgekoppelt werden. Des weiteren bildet das Kondensat selbst in longitudinaler Richtung
eines mit blauverstimmten Dipolpotentialen realisierten Wellenleiters einen gepulsten Atom-
strahl, der durch den Wellenleiter stark gerichtet ist und der aufgrund einer Neigung des
Wellenleiters im Gravitationspotential propagiert [32, 81]. Eine weitere Mo¨glichkeit fu¨r einen
beliebig gerichteten Atomlaser bildet die Kombination eines in einen Wellenleiter umgela-
denen Kondensats mit der Bragg-Beugung eines Anteils des Kondensats [32].
Alle derzeitigen Atomlaser sind durch die endliche Zahl von Atomen im Kondensat
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Abbildung 2.11: (a) Schematische Darstellung der Bragg-Beugung eines Bose-Einstein Konden-
sats. (b) Ausschnitt aus dem Termschema mit einem Bragg-U¨bergang erster Ordnung.
beschra¨nkt und ko¨nnen deshalb nicht kontinuierlich betrieben werden.
2.2.7 Bragg-Beugung von Bose-Einstein Kondensaten
Die Methode der Bragg-Beugung von Materiewellen ist eine Technik, die eine Vielzahl von
Anwendungen in Experimenten mit Bose-Einstein Kondensaten besitzt. In atomoptischen
Experimenten mit Bose-Einstein Kondensaten wurden Bragg-Pulse als koha¨renzerhaltende
Strahlteiler [65, 82], zur Anregung von Phononen [83] und als gerichteter Auskoppelmecha-
nismus eines Atomlasers [6] verwandt. Die Geschwindigkeitsselektivita¨t des Bragg-Prozesses
erlaubt auch die Spektroskopie der Geschwindigkeitsverteilung im Kondensat [30].
In Abb. 2.11a) ist die experimentelle Anordnung eines Experimentes zur Bragg-Beugung
eines Bose-Einstein Kondensats schematisch dargestellt. Dabei wird ein Kondensat koha¨rent
an einem laufenden periodischen Potential gestreut, das mit zwei nichtresonanten Laser-
strahlen mit den Frequenzen ω und ω + δ, die im Bereich des Kondensats u¨berlappen,
erzeugt wird. Der Mechanismus der Bragg-Beugung kann als Raman-Prozess verstanden
werden, in dem Photonen aus einem Laserstrahl koha¨rent in den zweiten Laserstrahl ge-
streut werden (siehe Abb. 2.11b). Die hiermit verbundenen Impulsu¨bertra¨ge pra¨gen den
beteiligten Atomen eine Geschwindigkeit v = 2h¯k sin(θ/2)/m auf, wobei θ der Winkel zwi-
schen den Laserstrahlen und k der Betrag des Wellenvektors der Laserstrahlung ist. Die
Frequenzdiﬀerenz zwischen den Laserstrahlen muss, um die Energieerhaltung im Prozess zu
gewa¨hren, gerade dem Energieunterschied der beiden beteiligten Impulszusta¨nde entspre-
chen. Fu¨r θ = 180◦, den Ausgangszustand |g, p = 0〉 und den durch den Bragg-Prozess
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bevo¨lkerten Zustand |g, p = 2h¯k〉 gilt:
(2h¯k)2
2m
= h¯δ . (2.28)
Wird das Bose-Einstein Kondensat kontinuierlich den Bragg-Strahlen ausgesetzt, so
fu¨hrt die Besetzungswahrscheinlichkeit zwischen den beiden gekoppelten Impulszusta¨nden
|g, p = 0〉 und |g, p = 2h¯k〉 Rabioszillationen aus. Die eﬀektive Rabi-Frequenz Ωeff betra¨gt
fu¨r diese Kopplung [82]
Ωeff =
Ω1Ω2
2∆
, (2.29)
mit den resonanten Rabi-Frequenzen fu¨r die einzelnen Laserstrahlen, Ω1 und Ω2 (siehe
Kapitel 5.1.2), und der Frequenzverstimmung ∆ der Laserstrahlen zum U¨bergang |g〉 → |e〉.
U¨ber die Wahl des Produkts aus Belichtungszeit (Pulsdauer) und Intensita¨t der Bragg-
Strahlen kann ein beliebiger Anteil der Besetzungswahrscheinlichkeit in den Zustand |g, p =
2h¯k〉 transferiert werden. Die Verstimmung der Laser, ∆ , wird so hoch gewa¨hlt, dass die
Wahrscheinlichkeit der Anregung des Zustands |e〉 in der Belichtungszeit zu vernachla¨ssigen
ist (siehe Gl. A.3), spontane Prozesse also ausgeschlossen werden ko¨nnen.
Der experimentelle Aufbau der Bragg-Beugung von Bose-Einstein Kondensaten im Han-
noveraner Experiment (siehe auch [56]) beruht auf einem gitterstabilisierten Diodenlasersy-
stem, dessen Strahlung aufgeteilt und mit zwei unabha¨ngigen akustooptischen Modulatoren
geschaltet und auf die Frequenzdiﬀerenz δ eingestellt werden kann (siehe Abb. B.1). In
den hier diskutierten Experimenten werden die beiden Bragg-Pulse antiparallel zueinan-
der (θ = 180◦) und parallel zu der schwachen Achse des Fallenpotentials (z-Achse) auf das
Bose-Einstein Kondensat eingestrahlt, sodass der Impulsu¨bertrag in dieser Richtung erfolgt.
Typische im Experiment verwandte Parameter von Laserintensita¨t und -verstimmung sind
I ≈ 3µW/mm2 und ∆ ≈ 2π · 6.8GHz. Hiermit ergibt sich nach Gl. 2.29 eine Rabifrequenz
von Ωeff ≈ 2π · 1.5 kHz. Um Wechselwirkungseﬀekte der beiden Komponenten auszuschlie-
ßen, wird vor dem Einstrahlen der Bragg-Pulse eine 2ms lange Expansion des Ensembles
aus der Falle durchgefu¨hrt. Die beiden Zusta¨nde |p = 0〉 (
”
0.Ordnung“) und |p = 2h¯k〉
(
”
1.Ordnung“) trennen sich in einem weiteren time-of-ﬂight von 10ms aufgrund ihrer Rela-
tivgeschwindigkeit von vrel = 2h¯k/m ≈ 11.7mm/s ra¨umlich vollkommen voneinander und
sind in einem Absorptionsbild voneinander zu unterscheiden und getrennt auswertbar.
In Abb. 2.12 sind Messergebnisse zur relativen Besetzung der beiden Zusta¨nde |g, p = 0〉
und |g, p = 2h¯k〉 nach unterschiedlich langen Pulszeiten der Bragg-Strahlen dargestellt; die
Rabi-Oszillation ist deutlich erkennbar. Der Verlust an Kontrast mit zunehmender Ein-
strahldauer ist unter anderem auf einsetzende spektroskopische Eﬀekte zuru¨ckzufu¨hren: Die
Bragg-Beugung ist entsprechend der Bedingung 2.28 geschwindigkeitsselektiv; u¨ber die Wahl
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Abbildung 2.12: Relative Besetzung des Zustands |p = 0〉, P1, und relative Besetzung des Zustands
|p = 2h¯k〉, P2, in Abha¨ngigkeit von der Einstrahldauer der Bragg-Pulse. Die Besetzung oszilliert
mit der Frequenz Ωeff ≈ 1.5 kHz zwischen den Zusta¨nden.
der Braggverstimmung δ ko¨nnen bestimmte Impulskomponenten mit dem Raman-Prozess
in Resonanz gebracht werden. Wenn das Frequenzspektrum der Laserpulse kleiner als das
Frequenzspektrum ∆δ ist, das den unterschiedlichen im Kondensat vorhandenen Impuls-
komponenten entspricht, ko¨nnen nur noch die nach Gl. 2.28 resonanten Anteile in die erste
Ordnung gebeugt werden.
Da wa¨hrend der Expansionszeit vor Einstrahlen der Bragg-Pulse die mean-ﬁeld-Energie
in kinetische Energie umgesetzt wird, betra¨gt die Geschwindigkeitsbreite des Kondensats in
z-Richtung wa¨hrend der Bragg-Beugung (nach 2ms Expansionszeit) etwa 0.5mm/s. Diese
Geschwindigkeitsbreite wird (in U¨bereinstimmung mit den experimentellen Daten) ab einer
Bandbreite der Bragg-Pulse von etwa 500Hz detektierbar.
Weitere Mechanismen, die zum Kontrastverlust in den Rabi-Oszillationen fu¨hren, sind:
1. Phasenﬂuktuationen der Laser, die zur Dephasierung der Rabi-Oszillationen fu¨hren,
2. Spontane Prozesse, die proportional zur Belichtungszeit zunehmen und die zur Ausbil-
dung atomarer
”
Halos“ fu¨hren [65], und 3. Die Tatsache, dass kein reines 2-Niveau-System
vorliegt, sondern mit einer geringen Wahrscheinlichkeit auch die -1. Bragg-Beugungsordnung
angeregt wird 14.
Der spektroskopische Eﬀekt wurde benutzt, um die Wechselwirkungsenergie und das
Impulsspektrum in einem Bose-Einstein Kondensat im Grundzustand zu vermessen [30].
Im Rahmen dieser Arbeit wurde die Bragg-Spektroskopie erstmals auch dazu benutzt, die
14Dieser auf experimentellen Rahmenbedingungen beruhende Eﬀekt wird in [56] diskutiert.
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quantenmechanische Wahrscheinlichkeitsstromdichte in einem niedrigen angeregten Zustand
des Kondensats (Solitonenzustand) zu messen (siehe Kapitel 5.3).
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Kapitel 3
Solitonen
Solitonen sind ein Wellenpha¨nomene mit ausgepra¨gten Teilchencharakter, die in vielen Be-
reichen der Natur auftreten. Solitonen zeichnen sich dadurch aus, dass sie als wellenartige,
aber auf einen kleinen Raumbereich begrenzte Anregung mit konstanter Geschwindigkeit
propagieren, ohne ihre Form zu a¨ndern.
Solitonen werden durch eine fundamentale Klasse von Lo¨sungen zu nichtlinearen Wel-
lengleichungen beschrieben. Da Wellengleichungen in den unterschiedlichsten Gebieten der
Physik auftreten, haben sich Solitonen inzwischen als Hilfsmittel theoretischer Voraussagen
und als wichtiges Experimentierfeld mit großem Anwendungspotential in vielen Zusam-
menha¨ngen bewa¨hrt [84].
Die erste Beschreibung eines Solitons geht in das 19. Jahrhunder zuru¨ck, als der schot-
tische Physiker J. Scott-Russell eine Wasserwelle in einem ﬂachen Kanal beobachtete [85]:
”...the mass of water rolled forward with great velocity, assuming the form of a large solitary eleva-
tion, a rounded, smooth and welldefined heap of water, which continued its course along the channel
apparently without change of form or diminution of speed. I followed it on horseback, and overtook
it still rolling on a rate of some eight or nine miles an hour, preserving its original figure some
thirty feet long and a foot and a half in height. Its height gradually diminished, and after a chase
of one or two miles I lost it in the windings of the channel...“
3.1 Definition
In der Beschreibung von Scott-Russell ﬁnden sich schon die meisten Punkte einer moderne-
ren Deﬁnition von Solitonen [86]:
a) Die Lo¨sung φ(x, t) einer Wellengleichung ist eine laufende Welle, wenn φ(x, t) nur
u¨ber die Linearkombination ξ = x−vst von x und t abha¨ngig ist. vs ist dabei eine konstante
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Abbildung 3.1: Verschiedene mo¨gliche Solitonenformen: a) “kink”, b) “dark soliton”, c) “bright
soliton”.
Geschwindigkeit.
φ(x, t) = φ(ξ) , ξ = x− vst , vs = cst. (3.1)
b) In der Klasse der Laufwellen zeichnen sich die solita¨renWellen durch ihre Lokalisation
aus. Dies bedeutet, dass eine solita¨re Welle asymptotische Zusta¨nde konstanter Amplitude
φ(ξ) fu¨r (ξ → −∞) und fu¨r (ξ → +∞) besitzt und dass der U¨bergang zwischen diesen
Zusta¨nden im wesentlichen um ξ lokalisiert ist.
c) Solitonen sind schließlich solita¨re Wellen, die ihre Form und Geschwindigkeit (nicht
unbedingt aber ihre Phase) nach einer Kollision mit anderen Solitonen erhalten.
Abha¨ngig von der zugrundeliegenden Wellengleichung treten Solitonen mit unterschied-
lichen Formen auf, zum Beispiel als einzelner Wellenberg (“bright soliton”) oder einzelnes
Wellental (“dark soliton”, dunkles Soliton, siehe Abbildung 3.1).
In linearen Systemen sind aufgrund der Dispersion keine solita¨ren Wellen mo¨glich; die un-
terschiedlichen Grupppengeschwindigkeiten der Fourierkomponenten eines begrenzten Wel-
lenpakets bewirken eine Verbreiterung desselben. Erst durch den Einﬂuss von Nichtlinea-
rita¨ten kann es zur Ausbildung von Solitonen kommen. Qualitativ repra¨sentieren Solitonen
eine Balance zwischen der Verbreiterung einer wellenartigen Anregung durch die Dispersion
und der Einschnu¨rung durch eine Nichtlinearita¨t. Diese Balance wird in der Formstabilita¨t
des propagierenden Solitons sichtbar. Einem Soliton lassen sich Position (Lokalisation), Ge-
schwindigkeit (konstante Propagation) und Masse (Formstabilita¨t, siehe z.B. Gl. 4.14) zu-
ordnen. In dissipationsfreien Systemen wird der Teilchencharakter darin deutlich, dass die
Impuls-, Energie- und Massenerhaltung fu¨r das Soliton gelten.
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Mit diesen Eigenschaften repra¨sentieren Solitonen ein sehr interessantes physikalisches
Pha¨nomen. Mit Bose-Einstein Kondensaten in Gasen schwach wechselwirkender Alkali-
Atome sind seit 1995 fundamentale quantenmechanische Systeme experimentell zuga¨nglich,
in denen aufgrund der nichtlinearen Evolution der Bose-Einstein Kondensate (Gl. 2.16) So-
litonen existieren ko¨nnen [87]. Aufgrund der makroskopischen Dimensionen dieser Systeme
sind die Solitonen in Bose-Einstein Kondensaten direkt beobachtbar [24, 25].
3.2 Optische Solitonen
Da sowohl die theoretische Beschreibung als auch experimentelle Erzeugung und Eigenschaf-
ten von Solitonen in der Optik und in der Materiewellen-Optik wesentliche Gemeinsamkeiten
besitzen, folgt zuna¨chst eine Einleitung in die Grundlagen der optischen Solitonen.
Optische Solitonen in Glasfasern sind der am meisten untersuchte Typ von Solitonen und
derjenige, dessen technische Anwendung am weitesten fortgeschritten ist. So wurde gezeigt,
dass kurze optische Pulse schon mit relativ geringen Leistungen in Glasfasern mit geeigne-
ten nichtlinearen Eigenschaften als Solitonen propagieren ko¨nnen. Diese Pulse ermo¨glichen
inzwischen einen extrem schnellen (U¨bertragungsraten von ≈ 1012 bit/s) und zuverla¨ssigen
Datentransport u¨ber große Strecken.
Die Ausbreitung von Licht in Einmoden-Glasfasern wird durch eine nichtlineare
Schro¨dingergleichung beschrieben. Ihre Ableitung (siehe z.B. [88]) basiert auf den Maxwell-
Gleichungen, wobei angenommen wird, dass der elektrische Verschiebungsvektor D( E) in
lineare und nichtlineare Anteile der elektrischen Feldsta¨rke E aufgeteilt werden kann. Da
die Nichtlinearita¨t in Glasfasern im wesentlichen auf dem Kerr-Eﬀekt beruht, kann der
nichtlineare Teil, Dnl, in der Form Dnl = n2| E|2 E geschrieben werden; n2 ist hier der Kerr-
Koeﬃzient.
Mit der Annahme, dass die Einhu¨llende der Welle, E(z, t) mit den Koordinaten z und t
nur langsam variiert, la¨sst sie sich in der Fouriervariablen ∆ω = ω − ω0 expandieren; dies
bedeutet eine Expansion der Wellenzahl k(ω) mit:
k − k0 = ∂k
∂ω
∣∣∣∣∣
ω=ω0
(ω − ω0) + 1
2
∂2k
∂ω2
∣∣∣∣∣
ω=ω0
(ω − ω0)2 + . . . (3.2)
Die zweite Ableitung von k beschreibt hier die Dispersion der Welle. Nach Expansion
von E(z, t) und Beru¨cksichtigung sowohl der Dispersion als auch des (schwachen) Kerr-
Eﬀektes gelangt man zur bekannten nichtlinearen Schro¨dinger Gleichung. In normalisierten
Koordinaten lautet diese:
i
∂u
∂z
− σ
2
∂2k
∂t2
+ |u|2u = 0 . (3.3)
38
Hierbei ist u die komplexe Amplitude der Einhu¨llenden des Pulses, z ist die Ortskoordi-
nate entlang der Faser und t ist die Zeitkoordinate im sich mit der Gruppengeschwindigkeit
des Pulses bewegenden Bezugssystem. Das Vorzeichen σ ergibt sich aus dem Vorzeichen der
Gruppengeschwindigkeitsdispersion in der Faser. Je nach dem Vorzeichen σ zerfallen die
Lo¨sungen von Gleichung 3.3 in zwei verschiedene Klassen: Fu¨r σ = −1 (negative Gruppen-
geschwindigkeitsdispersion) sind die physikalisch sinnvollen Randbedingungen fu¨r Gleichung
3.3: |u| → 0 fu¨r t → ±∞. Fu¨r diese Bedingungen ist die nichtlineare Schro¨dingergleichung
integrierbar [89] und besitzt als Lo¨sungen Solitonen in Form kurzer Pulse auf einen ver-
schwindenden Hintergrund (bright solitons,
”
helle Solitonen“).
Die allgemeine Lo¨sung fu¨r helle Solitonen hat die Form
u(z, t) =
a expivt/2−i(v
2/4−a2)z
cosh[a(t− vz)] , (3.4)
mit der Amplitude a und der Geschwindigkeit v des Solitons relativ zum mit Gruppenge-
schwindigkeit propagierenden Hintergrund. Im Fall von v = 0 ergibt sich das fundamentale
helle Soliton:
u(z, t) =
a expia
2z
cosh(at)
. (3.5)
Im Fall positiver Gruppengeschwindigkeitsdispersion (σ = +1) sind nur Lo¨sungen mit
|u| → u0 = const. stabil fu¨r t → ∞. Auch mit diesen Randbedingungen ist Gleichung 3.3
integrierbar [87]. Solitonenlo¨sungen sind hier formstabile Minima auf einem Hintergrund
konstanter Amplitude.
Die Lo¨sung fu¨r ein einzelnes dunkles Soliton lautet:
u(z, t) = u0[B tanhΘ + iA] exp
iu20z , (3.6)
mit
Θ = u0B(t− Au0z)
und
A2 +B2 = 1 .
Der Wert Auo repra¨sentiert die Geschwindigkeit des Solitons im bewegten Bezugsystem;
fu¨r ein relativ zum (mit der Gruppengeschwindigkeit propagierenden) Hintergrund ruhendes
dunkles Soliton ergibt sich:
u(z, t) = u0 tanh(u0z) exp
iu20t . (3.7)
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Dieses fundamentale dunkle Soliton zeichnet sich durch verschwindende Intensita¨t im
Zentrum und einen Phasensprung von π in seiner komplexen Amplitude um dieses Zentrum
aus. Im Gegensatz dazu besitzen helle Solitonen eine konstante Phase in der Region ihres
Extremwertes.
Ein weiterer wesentlicher Unterschied zwischen hellen und dunklen Solitonen ist, dass
zur Erzeugung heller Solitonen ein Schwellwert an Intensita¨t u¨berschritten werden muss
[90]; helle Solitonen werden von lokalisierten Pulsen erzeugt, wenn
∫ +∞
−∞
|u(z, 0)|dz > π
2
. (3.8)
Fu¨r die Erzeugung dunkler Solitonen gibt es keine Schwellwertbedingung [91]. Dies ha¨ngt
mit der Stabilita¨t von Lo¨sungen der nichtlinearen Schro¨dingergleichung fu¨r positive Grup-
pengeschwindigkeitsdispersion zusammen [90].
3.2.1 Erzeugung optischer dunkler Solitonen
Wa¨hrend ein helles Soliton in einer Glasfaser mit entsprechender Gruppengeschwindigkeits-
dispersion im wesentlichen durch die Bereitstellung eines kurzen Lichtpulses mit genu¨gend
Leistung nach Gleichung 3.8 erzeugt wird, muss zur Erzeugung eines einzelnen dunklen
Solitons auf einem Untergrundpuls zusa¨tzlich zum Amplitudenverlauf die dem Soliton ent-
sprechende lokale Phasenverteilung (siehe Gleichung 3.6) generiert werden.
Experimentell gelang dies erstmals 1988 in einem Experiment, in dem mit Hilfe ra¨um-
licher Filterung innerhalb eines Gitter-Dekompressors fu¨r optische Pulse sowohl Amplitude
als auch Phase der Pulse maßgeschneidert werden konnten [92]. Auf diese Weise konnten In-
tensita¨tsminima von 185 fs Dauer erzeugt werden, die sich in Hintergrundpulsen etwa zehn-
facher Dauer mit einem Phasensprung von π im zentralen Minimum befanden. Wa¨hrend
sich der Hintergrundpuls mit einer Spitzenleistung von 300 W beim Durchgang durch eine
1.4 m lange Einmoden-Glasfaser deutlich verbreiterte und durch Selbstphasenmodulation
seine Frequenzkomponenten umverteilt wurden (chirping), blieb der zentrale dunkle Puls
unvera¨ndert. Er propagierte also als Soliton durch die Glasfaser.
Die entscheidende Rolle des Phasensprunges wird auch im Vergleich mit einem Expe-
riment deutlich, in dem dunkle optische Solitonen durch die Amplitudenmodulation eines
kurzen Pulses erzeugt wurden [93]. In diesem Experiment wurden durch einen Kerreﬀekt-
Modulator etwa 300 fs lange dunkle Pulse auf 100 ps langen Pulsen erzeugt. Bei genu¨gend
hoher Leistung der Pulse entwickelten sich die dunklen Pulse beim Durchgang durch eine
10 m lange Glasfaser in ein Paar dunkler Solitonen mit entgegengesetzten Geschwindig-
keiten relativ zum Hintergrund. Durch Vergleich mit entsprechenden Pulsen bei niedriger
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Leistung gelang eine eindeutige Abgrenzung zur linearen Propagation der Strukturen. Die
Erzeugung eines Paares von Solitonen ist eine Konsequenz daraus, dass in diesem Experi-
ment die Phase des Pulses in der Region des Intensita¨tsminimums nicht vera¨ndert wurde.
In der theoretischen Analyse dieses Experiments konnte gezeigt werden, dass diese Erzeu-
gung von Solitonenpaaren fu¨r beliebige Formen von dunklen Pulsen und fu¨r beliebig geringe
Amplituden dieser Pulse mo¨glich ist [91, 94].
Die Erzeugung von optischen dunklen Solitonen mit Hilfe einer Modulation der lokalen
Phase eines Pulses wurde intensiv theoretisch untersucht. Insbesondere wurde die Zeitent-
wicklung eines Pulses der Amplitude u(t, x) mit einem aufmodulierten Stufenproﬁl unter-
sucht:
u(0, x) = u0 exp
θ1, f u¨rx < 0, u(0, x) = u0 exp
θ2 , f u¨rx > 0. (3.9)
Es kann gezeigt werden [95], dass mit diesem Phasenproﬁl ein dunkles Soliton erzeugt
werden kann, dessen Tiefe 1 − u(t, xs)/u0 und Geschwindigkeit vs von der aufgepra¨gten
Phasendiﬀerenz θ1 − θ2 abha¨ngen.
Ein Phasenproﬁl mit mehreren Phasenspru¨ngen resultiert in ebensovielen dunklen Soli-
tonen [96]; fu¨r die Absta¨nde zweier Spru¨nge gibt es hier allerdings einen phasenabha¨ngigen
Mindestwert δτj , bei dessen Unterschreitung die beiden Phasenspru¨nge in einem einzigen
Soliton resultieren:
δτj >
1
2u0
∣∣∣∣cot(12θj+1) + cot(
1
2
θj)
∣∣∣∣ . (3.10)
Mit zwei Phasenspru¨ngen gleicher Ho¨he aber unterschiedlichen Vorzeichens ko¨nnen zwei
gleich schnelle, entgegengesetzt laufende dunkle Solitonen erzeugt werden [94] (vgl. die Er-
zeugung entgegenlaufender dunkler Solitonen in Bose-Einstein Kondensaten, Kap. 5.5).
In Experimenten, in denen mit elektrooptischen Modulatoren die lokale Phase eines
cw-Lichtfelds in einem Wellenleiter vera¨ndert wurde, konnten mit dieser (optischen) Pha-
senaufpra¨gungsmethode dunkle Solitonen erzeugt werden [97, 98].
Anwendungen dunkler optischer Solitonen
Die Mo¨glichkeiten der breiten Anwendung tempora¨rer dunkler optischer Solitonen werden
zur Zeit intensiv diskutiert [90].
Aufgrund ihrer Formstabilita¨t eignen sich dunkle Solitonen prinzipiell zum Einsatz in
der Datenu¨bertragung – ein Bereich, in dem helle Solitonen seit einigen Jahren bereits
erfolgreich eingesetzt werden [99]. Formstabile Propagation von Abfolgen dunkler Solitonen
auf Strecken von u¨ber 1000 km wurde bereits demonstriert [100, 98]. Ein prinzipieller Vorteil
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von dunklen Solitonen gegenu¨ber hellen Solitonen ist die langsamere Verbreiterung dunkler
Solitonen unter dem Einﬂuss dissipativer Eﬀekte [96]. Ein weiterer technischer Vorteil ist,
dass zur Erzeugung dunkler Solitonen keine Schwellwerte u¨berschritten werden mu¨ssen.
Dies fu¨hrt allerdings auch zur Erzeugung von dunklen Solitonen durch Intensita¨ts- und
Phasenﬂuktuationen des Hintergrundes [94]. Deshalb ist bei der Verwendung von dunklen
Solitonen in der Datenu¨bertragung eine Fehlerkorrektur notwendig.
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Kapitel 4
Solitonen in Materiewellen
Solitonen in Bose-Einstein Kondensaten wurden bereits 1972 von Zakharov und Shabat
vorhergesagt [87] und werden seitdem eingehend theoretisch untersucht. In den im Rahmen
dieser Arbeit durchgefu¨hrten Experimenten [24] sowie in Experimenten in einer Arbeits-
gruppe am NIST, Gaithersburg, USA [25], konnten sie erstmalig beobachtet werden.
Dieses Kapitel gibt einen U¨berblick u¨ber die theoretischen Grundlagen von Solitonen in
Materiewellen und stellt detailliert die Erzeugungsmethode der Phasenaufpra¨gung vor.
4.1 Die Wellenfunktion dunkler Solitonen
Die Gross-Pitaevskii Gleichung beschreibt mit hoher Genauigkeit die Dynamik von Bose-
Einstein Kondensaten (siehe Kap. 2.1.2, Gl. 2.16). Diese Gleichung ist eine nichtlineare
Schro¨dingergleichung; analog zur Existenz von solita¨ren Lichtwellen in Glasfasern kann die
makroskopische Wellenfunktion des BEC also Solitoneneigenschaften annehmen.
Ein wesentlicher Unterschied dieser beiden Systeme ist, dass im Fall eines Bose-Einstein
Kondensats die Nichtlinearita¨t durch die Wechselwirkung der Atome untereinander her-
vorgerufen wird, wa¨hrend in der nichtlinearen Optik ein umgebendes Medium, z.B. eine
Glasfaser u¨ber den Kerreﬀekt, die Nichtlinearita¨t der Wellenausbreitung bedingt. Daher
lassen sich u¨ber Solitonen in Bose-Einstein Kondensaten auch die Eigenschaften der Mate-
riewellen selbst untersuchen. Weiterhin erlauben die Wechselwirkung der Atome in einem
Kondensat untereinander sowie die endliche Temperatur des Systems das Studium von Dis-
sipationsmechanismen.
Ein Unterschied der Gross-Pitaevskii Gleichung zur nichtlinearen Schro¨dingergleichung
in der nichtlinearen Optik 3.3 ist die vertauschte Rolle der Koordinaten, nach denen die Wel-
lenfunktion abgeleitet wird. Dies hat zur Folge, dass solita¨re Wellen in einem Bose-Einstein
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Kondensat als ruhende oder sich langsam bewegende (vs < Schallgeschwindigkeit) Dich-
teminima oder -maxima vor einer stationa¨ren Hintergrunddichteverteilung zu beobachten
sind, wa¨hrend Solitonen in der nichtlinearen Optik mit der Gruppengeschwindigkeit durch
das nichtlineare Medium propagieren.
In ihrer Arbeit [87] gehen Zakharov und Shabat darauf ein, dass Solitonen in Bose-
Einstein Kondensaten abha¨ngig von der atomarenWechselwirkung in unterschiedlicher Form
auftreten. Im Fall attraktiver Wechselwirkung (negative s-Wellen Streula¨nge asc) treten So-
litonen als Dichtemaxima auf (helle Solitonen), wa¨hrend im Fall repulsiver Wechselwirkung
(asc > 0) Dichteminima zu beobachten sind. Aufgrund der Instabilita¨t von Bose-Einstein
Kondensaten attraktiv wechselwirkender Atome [3, 50, 101, 53] und der Instabilita¨t der
zugeho¨rigen Solitonen [87] sind bisher nur dunkle Solitonen in Materiewellen experimentell
zuga¨nglich.
Im folgenden werden Lo¨sungen der Gross-Pitaevskii Gleichung fu¨r repulsive interatomare
Wechselwirkungen diskutiert (siehe z.B. [102, 103]).
Einige Eigenschaften dunkler Solitonen in Bose-Einstein Kondensaten lassen sich analy-
tisch im quasi-eindimensionalen Fall ﬁnden. Zur Herleitung geht man von einer Atomwolke
aus, die in axialer (z) Richtung keinem Potential unterliegt und in radialer Richtung von
einem starken harmonischen Fallenpotential eingeschlossen ist 1. In diesem Fall reduziert
sich die Gross-Pitaevskii Gleichung zu
ih¯
∂Ψ
∂t
=
(
− h¯
2
2m
∂2
∂z2
+ U0|Ψ|2
)
Ψ . (4.1)
Die Wellenfunktion Ψ des Kondensats kann als Produkt der Wurzel der atomaren Dichte
n und eines Phasenfaktors eiΦ geschrieben werden:
Ψ = n
1
2 eiΦ . (4.2)
Mit der superﬂuiden Geschwindigkeit v,
v =
h¯
m
∂Φ
∂z
, (4.3)
und der Annahme, dass sich die Phase in erster Ordnung linear mit z a¨ndert und ho¨here
Ordnungen zu vernachla¨ssigen sind, ergeben sich durch Einsetzen von (4.2) in (4.1) und
Trennen des Imagina¨r- und Realteils die Kontinuita¨tsgleichung fu¨r die Dichte,
∂n
∂t
= −∂(nv)
∂z
, (4.4)
1Aufgrund der hohen Anisotropie der im Hannoveraner BEC-Experiment verwendeten Magnetfalle (siehe
Kapitel 2.2.3) kommt das experimentell realisierte System dem quasi-1D Fall nahe.
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und eine Gleichung fu¨r die Phase,
h¯
∂Φ
∂t
= −nU0 − 1
2
mv2 +
h¯2
2mn1/2
∂2n1/2
∂z2
. (4.5)
Mit dem chemischen Potential, µ(n) = nU0, und durch Ableiten nach z ergibt sich aus
Gleichung 4.5 die verallgemeinerte Euler Gleichung [102],
m
∂v
∂t
= − ∂
∂z
(
µ(n) +
1
2
mv2 − h¯
2
2mn1/2
∂2n1/2
∂z2
)
. (4.6)
Solita¨re Wellen haben die Eigenschaft, dass die Dichteverteilung und das Fluidgeschwin-
digkeitsfeld mit einer konstanten Geschwindigkeit, u, und ohne Forma¨nderung propagieren.
Daher du¨rfen die Solitonenlo¨sungen zu Gl. 4.4 und 4.6 nur u¨ber die Kombination (z − ut)
von z und t abha¨ngig sein; es gilt:
∂v
∂t
= −u
(
∂v
∂z
)
und ∂n
∂t
= −u
(
∂n
∂z
)
.
Aus der Kontinuita¨tsgleichung ergibt sich daher
∂n
∂z
(v − u) = 0 , (4.7)
und nach Integration mit der Randbedingung, dass die Dichte weit entfernt von der
solita¨ren Welle den Gleichgewichtswert n0 annehmen muss und die Fluidgeschwindigkeit
hier verschwindend sein muss (Φ = cst.):
v(z) = u
(
1− n0
n(z)
)
. (4.8)
Ein propagierendes dunkles Soliton (n0/n > 1) ist nach Gl. 4.8 immer mit einem Ge-
schwindigkeitsfeld verknu¨pft, das im Bereich minimaler Dichte des Solitons maximal ist.
Die Richtung des Massenstroms ist dabei der Solitonengeschwindigkeit u entgegengesetzt,
sign(v) = −sign(u). Aus diesem Grund wird, wenn man den Teilchencharakter dunkler
Solitonen betrachtet, einem dunklen Soliton eine negative Masse zugeordnet.
Entsprechend zur Kontinuita¨tsgleichung kann auch Gleichung 4.6 umgeschrieben werden
zu
−mu∂v
∂z
= − ∂
∂z
(
µ(n) +
1
2
mv2 − h¯
2
2mn1/2
∂2n1/2
∂z2
)
. (4.9)
Nach Integration u¨ber z, Einsetzen von Gl. 4.8 und einigen Umformungen [102] erha¨lt
man die Gleichung
h¯2
2m
(
∂2n1/2
∂z2
)2
= (nU0 −mu2)(n− n0)
2
2n
. (4.10)
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Abbildung 4.1: Die Wellenfunktion nach Gleichung 4.12 mit zs = 0 in der komplexen Ebene.
Da der Imagina¨rteil der Wellenfunktion konstant ist, liegt die Wellenfunktion fu¨r variiertes z auf
einer Geraden (gestrichelte Linie). Die Wellenfunktion hat fu¨r z = 0 einen minimalen Betrag. Der
dem Soliton entsprechende Phasensprung la¨sst sich am Winkel zwischen Ψ(x = −∞) und Ψ(x =
+∞) ablesen. Fu¨r verschwindende Solitonengeschwindigkeit wird dieser Phasensprung gleich π, die
minimale Dichte gleich null. Durch kontinuierliches Erho¨hen von u la¨sst sich die Wellenfunktion
in einen Punkt in der komplexen Ebene, d.h. in den Grundzustand zusammenziehen. Daher sind
dunkle Solitonen topologisch instabil (siehe Kapitel 4.2.2).
Aus dieser Gleichung kann man folgende Beziehung zwischen Dichte und Gruppenge-
schwindigkeit u der solita¨ren Welle ablesen:
(nU0 −mu2) ≥ 0.
Die Dichte des Kondensats muß also zwischen einem Minimalwert nmin und der Hinter-
grunddichte n0 liegen. Es gilt mit der Schallgeschwindigkeit cs, c
2
s = n0U0/m:
nmin = n0
u2
c2s
. (4.11)
Hieran sieht man auch, dass die Geschwindigkeit u des Solitons gerade der Schallge-
schwindigkeit bei minimaler Dichte nmin entspricht.
Eine vollsta¨ndige analytische Lo¨sung von Gl. 4.1 kann mit Hilfe der inversen Streume-
thode gefunden werden [89, 87]. Die so gefundene Wellenfunktion lautet in der Notation von
[104]:
Ψk(z, t) =
√
n0

i u
cs
+
√√√√1− u2
c2s
tanh

z − zs(t)
l0
√√√√1− u2
c2s



 . (4.12)
Mit der Gross-Pitaevskii Gleichung impliziert diese Wellenfunktion, dass sich die Posi-
tion zs mit der Geschwindigkeit u bewegt, zs(t) = zs0 + ut (konstante Propagation). Die
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Abbildung 4.2: Die Dichteverteilung und die Phasenverteilung eines dunklen Solitons in einem
Bose-Einstein Kondensat fu¨r verschiedene Solitonengeschwindigkeiten.
Ortsabha¨ngigkeit der Wellenfunktion skaliert mit der Ausheilla¨nge l0, die im quasi-1D Fall
als l0 = (4πan0)
−1/2 deﬁniert ist [104] (Lokalisation). Die Formstabilita¨t der Solitonenlo¨sung
ist daran zu erkennen, dass die einzige zeitabha¨ngige Gro¨ße der Lo¨sung die Position des
Solitons, zs(t), ist.
In Abb. 4.1 sind Werte der Wellenfunktion im komplexen Raum zu einem festen Zeit-
punkt (und fu¨r zs = 0) aufgetragen. Da die Solitonengeschwindigkeit u konstant ist
2, ist der
Imagina¨rteil der Wellenfunktion konstant. Da | tanh(z/l0)| ≡ 1 fu¨r |z/l0|  1 , a¨ndert sich
die Wellenfunktion nur in einem Bereich von der Gro¨ße ≈ |l0| um zs wesentlich. In diesem
Bereich durchla¨uft die Dichte, |Ψ|2, ein Minimum mit einer vollen Halbwertsbreite von etwa
2l0/
√
1− u2/c2s (siehe auch Abb. 4.2). Bei einer Dichte von n = 5 · 1013 und den atoma-
ren Konstanten fu¨r 87Rubidium betra¨gt die volle Halbwertsbreite eines ruhenden dunklen
Solitons also etwa 1.2µm, die eines laufenden dunklen Solitons mit u = 0.5 cs etwa 1.4µm.
An Abb. 4.1 ist auch zu erkennen, dass die Phase der Wellenfunktion vom Ort abha¨ngt.
Die relative Phase der Wellenfunktion an zwei Orten z1 und z2 entspricht dem Winkel zwi-
schen Ψ(z1) und Ψ(z2) in der komplexen Ebene. Zwischen den Bereichen z  l0 und z  −l0
liegt also eine von der Solitonengeschwindigkeit u abha¨ngige Phasendiﬀerenz ∆Φ vor. Fu¨r
u = 0 entspricht die Phasenverteilung einer Stufenfunktion, da Ψ(z) auf der reellen Achse
verla¨uft; fu¨r endliche Geschwindigkeiten ist der Phasenverlauf arctan-fo¨rmig und verla¨uft
auf dem gleichen Maßstab wie die Dichteverteilung (siehe auch Abb. 4.2).
2Konstante Solitonengeschwindigkeit gilt fu¨r stabile Solitonen, durch dissipative Eﬀekte ko¨nnen Solitonen
beschleunigt werden, hierbei a¨ndert sich auch ihre Form (siehe Kapitel 4.2.2).
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4.2 Eigenschaften dunkler Solitonen
Die im vorangegangenen Kapitel vorgestellte Lo¨sung der Gross-Pitaevskii Gleichung gilt
fu¨r ein homogenes eindimensionales System bei der Temperatur T = 0. Die physikalische
Ursache fu¨r die Formstabilita¨t von Solitonen in Materiewellen la¨sst sich mit diesem Modell
gut verstehen; die Dispersion (der Term − h¯2
2m
∂2
∂z2
in Gleichung 4.1), die normalerweise fu¨r
eine Verbreiterung eines Pulses sorgt, wird durch das dichteabha¨ngige mean-ﬁeld Potential
gerade kompensiert. Außerdem verdeutlicht dieses Modell die grundlegenden Eigenschaften
der Solitonen.
Im folgenden werden Ergebnisse zu Modiﬁkationen durch die experimentellen Randbe-
dingungen kurz dargestellt.
4.2.1 Solitonenoszillationen
In der quasi-eindimensionalen Geometrie ohne ein zusa¨tzliches Potential bewegt sich ein
Soliton wie ein freies klassisches Teilchen, u = const., d.h. z¨s = u˙ = 0. Betrachtet man
dunkle Solitonen in einer Dimension mit einem zusa¨tzlichen Potential in dieser Dimension,
V (t), welches in Gl. 4.1 durch den zusa¨tzlichen Term Vt(z)Ψ eingeht, wird die Bewegung
des Solitons durch dieses Potential bestimmt. Unter der Annahme, dass sich Vt(z) auf der
La¨ngenskala des Solitons nur langsam a¨ndert, erha¨lt man eine Bewegungsgleichung fu¨r das
Zentrum des Solitons, zs [105, 106, 107],
Msz¨s = −1
2
∂V
∂z
. (4.13)
In einem harmonischen Fallenpotential bedeutet dies eine Oszillation des dunklen Soli-
tons der Masse Ms (siehe Gl. 4.14) mit der 1/
√
2-fachen Frequenz des Fallenpotentials. In
Abb. 4.3 ist die Zeitentwicklung eines dunklen Solitons in einem harmonischen Potential
dargestellt, die aus einer numerischen Simulation der Gross-Pitaevskii Gleichung 2.16 in 1D
hervorgeht (siehe Kap. 4.3.3). Hier werden die Ergebnisse der analytischen Lo¨sung – sowohl
die Oszillation als auch mit hoher Genauigkeit die Oszillationsperiode von ωs = ωz/2π –
besta¨tigt. Die Oszillation in einem harmonischen Potential ist eine weitere Besta¨tigung der
teilchenartigen Eigenschaften von Solitonen. Die (negative) Masse, Ms, die einem dunklen
Soliton zugeordnet werden kann [107], entspricht der Masse der Atome, die aufgrund der
geringeren Dichte um zs vom Soliton verdra¨ngt werden mu¨ssen. Mit der eﬀektiven Quer-
schnittsﬂa¨che des Kondensats S betra¨gt diese Masse [104, 108]
Ms = 4(nmin − n0)Sl0m . (4.14)
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Abbildung 4.3: Ergebnisse einer 1D-Simulation der Gross-Pitaevskii Gleichung zur Dynamik eines
dunklen Solitons in einem BEC in einem Potential mit ωz = 2π · 14Hz. In der Graustufendarstel-
lung (a) der Dichte n(z, t) ist das Soliton als formstabiles Minimum zu erkennen, das mit der
Frequenz ωs = ωz/
√
2 oszilliert. Die 1D-Dichteverteilung (b) nach einer viertel Periode und einer
halben Periode zeigt die Erhaltung der Masse des Solitons (siehe Text). Das Soliton wurde in der
Simulation durch eine Phasenaufpra¨gung erzeugt; hierbei entsteht kein reiner Solitonenzustand
nach Gl. 4.12, daher werden die Fluktuationen in der Hintergrunddichte beobachtet, die die So-
litonendynamik in der 1D Simulation aber nicht erkennbar beeinﬂussen. Die im Rahmen dieser
Arbeit durchgefu¨hrten numerischen Simulationen sind im Abschnitt 4.3.4 beschrieben.
Da die Masse erhalten wird, muss auch die absolute
”
Tiefe“ des dunklen Solitons, n0 −
nmin, erhalten werden. Da sich die Hintergrunddichte n0 in einem Bose-Einstein Kondensat
in einem Fallenpotential aber a¨ndert, wa¨chst die relative Tiefe, nmin/n0, wenn sich das
Soliton aus dem Zentrum des Kondensats wegbewegt (siehe Abb. 4.3). Nach Gleichung 4.11
verringert sich damit auch die Solitonengeschwindigkeit, bis bei nmin = 0 der Umkehrpunkt
erreicht ist.
4.2.2 Stabilita¨t von Solitonen in Materiewellen
Die Wellenfunktion eines fundamentalen dunklen Solitons in 1D, Ψk(z) =
√
n0 tanh (z/l0)
(siehe Gleichung 4.12), ist topologisch instabil, da sie sich in beliebig kleinen Schritten
durch Addition eines Imagina¨rteils in die Grundzustandswellenfunktion u¨berfu¨hren la¨sst
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(siehe Abb. 4.1). Die Erho¨hung des Imagina¨rteils entspricht einer Erho¨hung der Solitonenge-
schwindigkeit. Eindimensionale dunkle Solitonen zerfallen also, indem ihre Geschwindigkeit
u zunimmt und damit ihre minimale Dichte nmin zunimmt, bis die Wellenfunktion fu¨r u = vc
und nmin = n0 in die Grundzustandswellenfunktion u¨bergeht [104, 107]. Die Lebensdauer
eines dunklen Solitons wird entsprechend als die Zeit deﬁniert, in der die Solitonengeschwin-
digkeit die Schallgeschwindigkeit im Kondensat erreicht [104]. Ausgelo¨st wird die Dissipation
dunkler Solitonen durch die thermalisierende Kopplung an die Umwelt, die in experimen-
tellen Realisierungen im wesentlichen durch die Wechselwirkung der Kondensatatome mit
Atomen aus der thermischen Wolke gegeben ist; diese Form der Dissipation wird deshalb
auch als thermodynamische Instabilita¨t bezeichnet. Die Lebensdauer der dunklen Solitonen
ist hier also durch die Temperatur des Ensembles bestimmt. Bei vo¨lliger Isolation des En-
sembles und bei verschwindender Temperatur, T = 0, sind eindimensionale dunkle Solitonen
stabil.
Ein weiterer Dissipationsprozess fu¨r dunkle Solitonen, der in dreidimensionalen Konden-
saten durch die Kopplung der Anregungszusta¨nde untereinander verursacht wird, ist die
dynamische Instabilita¨t [109, 110]. Durch die Zwei-Teilchen-Wechselwirkung der Kondensa-
tatome wird die mit dem Soliton verbundene kinetische Energie in elementare Anregungen
der radialen Freiheitsgrade transferiert. Die Anregung dieser Zusta¨nde fu¨hrt zu transversalen
Dichtea¨nderungen und damit zu einer Kru¨mmung der Knotenebene des Solitons. Numeri-
sche Simulationen zeigen, dass die so verkru¨mmte Knotenebene in Vortices zerfa¨llt [111],
die unter einer Temperaturerho¨hung des Systems dissipieren [101, 26].
Die dynamische Instabilita¨t kann durch spezielle Potentialgeometrien (ein starker radia-
ler Einschluss des BEC, verbunden mit einem hohen Aspektverha¨ltnis) unterdru¨ckt wer-
den [109] (siehe auch Kap.5.4).
In diesem Regime bietet die Beobachtung der Dissipation dunkler Solitonen die Mo¨glich-
keit, die Temperatur eines Bose-Einstein kondensierten Ensembles in einem Temperaturbe-
reich zu messen, in dem die thermische Wolke in Absorptionsaufnahmen nicht mehr erkenn-
bar ist, mit herko¨mmlichen Methoden also keine Messungen der Temperatur mehr mo¨glich
sind.
4.2.3 Bandlu¨cken-Solitonen
Ein weiterer Bereich intensiver theoretischer Untersuchungen auf dem Gebiet der nicht-
linearen Eigenschaften von Bose-Einstein Kondensaten sind Bandlu¨cken-Solitonen (“gap
solitons”) [40, 112, 113], die in diesem Abschnitt kurz vorgestellt werden.
Wie in Kap. 4.1 erla¨utert, sind in dem fundamentalen Fall eines Bose-Einstein Konden-
sats mit repulsiven Wechselwirkungen in einem Potential, das sich auf Gro¨ßenordnungen der
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Ausheilla¨nge nur langsam a¨ndert, nur dunkle Solitonenlo¨sungen in Form eines formstabil
propagierenden Dichteminimums mo¨glich. Im Gegensatz dazu ist es in speziellen Poten-
tialgeometrien mo¨glich, die Dispersionsrelation der Atome derart zu vera¨ndern, dass den
einzelnen Atomen eine negative Masse zugeordnetet werden kann und somit
”
helle“ Solito-
nenlo¨sungen trotz repulsiver Wechselwirkungen mo¨glich sind. In diesem Fall propagiert das
gesamte Kondensat formstabil mit der Solitonengeschwindigkeit durch das Potential, z.B.
ein optisches Gitter. Als wichtiger Anwendungsbereich von Bandlu¨cken-Solitonen werden
interferometrische Konzepte diskutiert [113].
Eine andere Mo¨glichkeit der Erzeugung von hellen Solitonen in Materiewellen bietet
schließlich die Induzierung einer atomaren Nichtlinearita¨t – a¨hnlich dem Kerr-Eﬀekt in der
nichtlinearen Optik – durch geeignete Laserfelder. Dies ist auch in atomaren Dichtebereichen
mo¨glich, in denen die interatomare Wechselwirkung u¨ber die s-Wellen Streuung keine Rolle
spielt. Als ein Beispiel wird das Fu¨hren kalter (aber nicht Bose-Einstein kondensierter)
Atome in einem Gaußschen Laserstrahl vorgeschlagen, das in einer formstabilen Propagation
atomarer Solitonen resultiert [114].
4.3 Erzeugungsmo¨glichkeiten dunkler Solitonen in
Bose-Einstein Kondensaten
Zur Erzeugung dunkler Solitonen in Bose-Einstein Kondensaten werden verschiedene Me-
thoden vorgeschlagen.
Solitonen ko¨nnen sich in gefangenen Bose-Einstein Kondensaten als Antwort des nicht-
linearen Systems auf eine passend gewa¨hlte Modulation des Fallenpotentials ausbilden
[115, 116]. Eine nichtadiabatische A¨nderung des Fallenpotentials, a¨hnlich der Methode zur
Erzeugung von Schallwellen in Kondensaten [117] kann zu U¨berlagerungszusta¨nden meh-
rerer Solitonen fu¨hren [118]. Auch bei der Expansion von Bose-Einstein Kondensaten in
Kastenpotentialen bilden sich Solitonen und Vortices aus [119]. Und es wird erwartet, dass
bei der Kollision zweier Bose-Einstein Kondensate Solitonen entstehen [105, 120].
Eine weitere Methode zur Erzeugung von Solitonen wird von R. Dum et al. [121] vor-
geschlagen. Hier sorgen mit Hilfe eines adiabatisch durchgestimmten Laserstrahls lokal in-
duzierte Ramanu¨berga¨nge zwischen verschiedenen internen Zusta¨nden der Kondensatatome
fu¨r die Mo¨glichkeit,
”
maßgeschneiderte“ Wellenfunktionen zu erzeugen, z.B. Solitonen- oder
Vortexzusta¨nde.
Die einzige bisher experimentell realisierte Methode zur Erzeugung von Solitonen in
Bose-Einstein Kondensaten besteht in einer lokalen Beeinﬂussung der Phasenverteilung des
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Bose-Einstein Kondensats [29]. Diese Methode erlaubt die kontrollierte Erzeugung verschie-
dener energetisch niedriger, angeregter Zusta¨nde in Bose-Einstein Kondensaten; sie wird im
folgenden detailliert vorgestellt.
4.3.1 Die Phasenaufpra¨gungsmethode
Die Phasenaufpra¨gungsmethode (“phase imprinting method”, [29]), beruht darauf, die Pha-
senverteilung der makroskopischen BEC-Wellenfunktion, nicht aber die Dichteverteilung
oder die Verteilung auf die internen Zusta¨nde lokal zu a¨ndern. Sie wurde in den im Rah-
men dieser Arbeit durchgefu¨hrten Experimenten zur kontrollierten Erzeugung von dunklen
Solitonen in Bose-Einstein Kondensaten [24], sowie in [25] erstmalig eingesetzt.
Zum Aufpra¨gen der Phasenverteilung wird das Bose-Einstein Kondensat kurzzeitig ei-
nem zusa¨tzlichen, inhomogenen Potential, Uimp(r ), ausgesetzt. Dies resultiert in einer orts-
abha¨ngigen Entwicklung der Wellenfunktion des Kondensats, Ψ(r, t), und damit in einer
nichttrivialen ra¨umlichen Phasenverteilung.
Um zu gewa¨hrleisten, dass der Eﬀekt des Potentials hauptsa¨chlich eine Phasena¨nderung
ist und eine A¨nderung der Dichte wa¨hrend dieser Zeit zu vernachla¨ssigen ist, muss die
Pulsdauer tp kurz gegenu¨ber der Korrelationszeit des Kondensats, tc, sein:
tp  tc (4.15)
tc = l0/cs ≡ m/(4πh¯ascn0) . (4.16)
Die Korrelationszeit ist die Zeitdauer, in der sich eine Sto¨rung mit der Schallgeschwindig-
keit u¨ber die Ausheilla¨nge im Kondensat fortpﬂanzt. Fu¨r typische Teilchendichten liegt die
Korrelationszeit im Bereich von 100µs.
Unter Vernachla¨ssigung der A¨nderung der Dichte wa¨hrend der Pulsdauer (fu¨r tp → 0
bzw. tp  tc) ist der Eﬀekt der Phasenaufpra¨gung folgende A¨nderung der Wellenfunktion:
Ψ(r, t0 + tp) = exp
(
−iUimp(r )tp + const.
h¯
)
Ψ(r, t0) . (4.17)
In der weiteren Entwicklung dieser Wellenfunktion mu¨ssen sich die Dichte- und Pha-
senverteilung aneinander
”
anpassen“, d.h. durch eingepra¨gte Phasengradienten ∇Φ in der
Wellenfunktion kommt es zu einem Geschwindigkeitsfeld v (siehe Gl. 4.3). Dieses wiederum
fu¨hrt auf einer Zeitskala der Korrelationszeit t > tc zu einer vera¨nderten Dichteverteilung.
Da die Dichteverteilung u¨ber den nichtlinearen Term in der Gross-Pitaevskii Gleichung auf
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die Phasenentwicklung ru¨ckwirkt, ist die zeitliche Entwicklung a¨ußerst kompliziert und ana-
lytisch nicht zu lo¨sen. Das Verhalten des Systems wird daher mit numerischen Simulationen
der Gross-Pitaevskii Gleichung untersucht. 3
Die durch die Phasenaufpra¨gung erzeugte Wellenfunktion Ψ(r, t > t0 + tp) ist im all-
gemeinen eine U¨berlagerung vieler fundamentaler Zusta¨nde. Die Ergebnisse numerischer
Simulationen (siehe Kap. 4.3.3) zeigen, dass wenn die aufgepra¨gte Phasenverteilung a¨hnlich
der eines bestimmten Zustandes, Ψtop(r, t) (“topological texture”), wie eines Vortex- oder
Solitonenzustandes, ist, im erzeugten U¨berlagerungszustand nach einer Entwicklungszeit
Signaturen dieses Zustandes enthalten sind. In der Zeitentwicklung des Kondensats (ver-
gleichbar mit dem Fernfeld in der Optik, z.B. nach Durchgang eines Laserstrahls durch ein
Hologramm) wird ein Zustand erzeugt, der lokal die Eigenschaften von Ψtop(r, t) hat, also
zum Beispiel eine Vortexlinie mit zirkular quantisierter Phase oder ein formstabiles Dichte-
minimum mit dem charakteristischen Phasensprung eines Solitons, der aber auch zusa¨tzliche
Dichtewellen, Anregungen, Vortices oder Solitonen enthalten kann (“vorticity”) [122].
Phasenaufpra¨gungsmethoden werden auch in der Optik verwendet; ein Beispiel hierfu¨r
ist die Erzeugung dunkler Solitonen in der nichtlinearen Optik mit Hilfe der Phasenmodu-
lation des in einer Glasfaser propagierenden Lichtfeldes (siehe Kapitel 3.2.1). Der Einsatz
der Phasenaufpra¨gungsmethode zur Erzeugung nichttrivialer Konﬁgurationen von Bose-
Einstein Kondensaten wird zur Zeit auch intensiv in theoretischen Arbeiten diskutiert. Ak-
tuelle Arbeiten bescha¨ftigen sich u.a. mit der Erzeugung von periodischen Anordnungen von
Vortices [123] und mit schwarzen Lo¨chern fu¨r Schallwellen in Bose-Einstein Kondensaten
[124].
4.3.2 Erzeugung dunkler Solitonen mit der Phasenaufpra¨gungs-
methode
Bei der Erzeugung von Solitonen mit der Phasenaufpra¨gungsmethode werden an das auf-
pra¨gende Potential im wesentlichen zwei Anforderungen gestellt: Zum einen muss es nach
Bedingung 4.15 innerhalb von Mikrosekunden schaltbar sein (fu¨r typische atomare Dichten
betra¨gt die Korrelationszeit tc ≈ 100µs). Zum anderen muss der fu¨r Solitonen typische
scharfe Phasengradient (siehe Abb. 4.1) in der Gro¨ßenordnung der Ausheilla¨nge des Kon-
densats, l0, erzeugt werden.
3Ergebnisse im Rahmen dieser Arbeit durchgefu¨hrter Simulationen zeigen, dass es durch eine Kombina-
tion der Phasenaufpra¨gung mit einer Anpassung der Dichteverteilung (“tailoring of wavefunctions”), zum
Beispiel durch einen lokal eingestrahlten, resonanten Laserstrahl, der die Dichteverteilung direkt beeinﬂusst,
in experimentell zuga¨nglichen Parameterbereichen mo¨glich ist, Zusta¨nde zu erzeugen, die sich nicht mehr
dynamisch vera¨ndern (z.B. fundamentale Solitonen).
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Diese Anforderungen werden von optischen Dipolpotentialen, die mit weit verstimmten
Laserfeldern erzeugt werden, erfu¨llt (siehe Anhang A). Mit Hilfe von akustooptischen Mo-
dulatoren la¨sst sich die Laserstrahlung in Zeiten t < 1µs eﬀektiv schalten. Die optische
Auﬂo¨sung ist prinzipiell auf die Gro¨ßenordnung der verwendeten optischen Wellenla¨nge
begrenzt. In den verwendeten Parameterbereichen liegt diese in der Gro¨ßenordnung der
Ausheilla¨nge im Kondensat. Mit Abbildungssystemen großer numerischer Apertur (siehe
Kap. 5.1.2), die im wesentlichen durch Beugungseﬀekte limitiert sind, ist es also mo¨glich,
einen dem dunklen Soliton entsprechenden Phasengradienten abzubilden.
Bei der Verwendung von Laserfeldern zur Manipulation der Atome mu¨ssen spontane
Prozesse ausgeschlossen werden, da diese die Ko¨ha¨renz des Ensembles zersto¨ren. Dies gelingt
durch die Verwendung von weit gegenu¨ber atomaren Resonanzen verstimmtem Licht (siehe
Anhang A). Experimentell wurde der Koha¨renzerhalt wa¨hrend der Wechselwirkung mit
Dipolpotentialen durch Selbstinterferenzen nach der koha¨renten Reﬂexion von Bose-Einstein
Kondensaten an atomoptischen Spiegeln demonstriert [9].
4.3.3 Numerische Simulationen zur Erzeugung dunkler Solitonen
mit der Phasenaufpra¨gungsmethode
Um die komplexe, analytisch nicht lo¨sbare Dynamik bei der Entstehung von Solitonen durch
Phasenaufpra¨gung charakterisieren zu ko¨nnen, wurde im Zusammenhang mit dieser Arbeit
die Dynamik von Bose-Einstein Kondensaten in verschiedenen Modellen numerisch simu-
liert. In der Gruppe von M. Lewenstein wurden Simulationen der 1D und der 3D Gross-
Pitaevskii Gleichung, die auf der
”
Methode getrennter Operatoren“ (split operator method )
[125] beruhen, durchgefu¨hrt. In der Gruppe von G. Shlyapnikov wurden vergleichbare 1D
Simulationen durchgefu¨hrt, die insbesondere die simultane Erzeugung mehrerer Solitonen
untersuchten. Des weiteren wurde im Rahmen dieser Arbeit ein auf den 1D Simulationen
der Gruppe M. Lewenstein beruhender Programmcode in der Programmiersprache
”
C++“
erstellt, der eine schnelle und u¨bersichtliche Diagnose der Dynamik der Bose-Einstein Kon-
densate in unterschiedlichen Situationen erlaubt 4. Dieses Simulationsprogramm wird im
folgenden kurz erla¨utert.
Das Simulationsprogramm
Um die Gross-Pitaevskii Gleichung numerisch zu lo¨sen, wird die Methode getrennter Ope-
ratoren in zwei Schritten durchgefu¨hrt.
4Alle in dieser Arbeit abgebildeten, numerisch errechneten Dichte- und Phasenverteilungen sind Ergeb-
nisse dieses Programms.
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Im ersten Schritt wird die Wellenfunktion eines nicht angeregten BEC im vorgegebenem
Potential Vtrap(z) und zur Teilchenzahl N ermittelt, indem eine (im Prinzip beliebige) Probe-
funktion eine imagina¨re Zeitentwicklung durchla¨uft, bis ein stationa¨rer Zustand erreicht
wird. Die axialen Ortspositionen sind dabei in Intervalle dz  l0 diskretisiert. Die Sta¨rke
des radialen Einschlusses geht u¨ber den Nichtlinearita¨tsparameter U0 in die Entwicklung ein
[126]. Der so erreichte Zustand entspricht der Wellenfunktion des Bose-Einstein Kondensats
im Grundzustand des Potentials.
Im zweiten Schritt wird zuerst ein Phasenverlauf φ(z) zur Phase der Wellenfunktion
addiert und dann eine reelle Zeitentwicklung gema¨ß der Gross-Pitaevskii Gleichung durch-
gefu¨hrt:
Die Addition eines Phasenverlaufs entspricht dem experimentellen Aufpra¨gen der Phase
durch ein Dipolpotential wa¨hrend einer Zeitdauer τ  tc (siehe Gl. 4.17). Zur Erzeugung
von Solitonenzusta¨nden wird der Phasenverlauf
φ(z) =
∆φ
2
(
1 + tanh
[
z − z0
0.45 le
])
(4.18)
gewa¨hlt, ∆φ ist dabei die Amplitude des Phasensprunges und liegt typischerweise bei
0.5 . . . 2π. Die Position z0 entspricht der Position des Phasensprunges und damit der Stelle,
an der das dunkle Soliton erzeugt wird. le ist die La¨nge, auf der der Phasenverlauf von 10%
auf 90% der Gesamtdiﬀerenz ansteigt und wird typischerweise in der Gro¨ßenordnung der
experimentell erreichbaren Parameter von le = 2 . . . 3µm gewa¨hlt.
Nach der so erfolgten Phasenaufpra¨gung erfolgt eine Zeitevolution der Dauer tev im
Kondensat entsprechend Gl. 2.16. Die Zeitschritte dt werden so klein gewa¨hlt, dass der
Fehler, der durch eine Teilung des Hamiltonoperators in ein Produkt aus den (nicht kom-
mutierenden) Impulsoperator- und Ortsoperator-Anteilen entsteht, zu vernachla¨ssigen ist.
So ko¨nnen diese nacheinander auf die Wellenfunktion, die je nach Operator in Orts- oder
Impulsdarstellung beschrieben wird, wirken (split operator method ).
Nach der Zeitentwicklung des BEC in der Magnetfalle wird die freie Expansion des
Kondensats durch Abschalten des Fallenpotentials und durch Verringern der Nichtlinearita¨t
gema¨ß U0(tTOF ) = U0(0)/
√
1 + ω2⊥t
2
TOF [108] nachvollzogen. Die Dichte- und die Phasenver-
teilung des BEC werden zu wa¨hlbaren Zeiten wa¨hrend der Evolution tev, tTOF ausgegeben
und stehen der Analyse zur Verfu¨gung.
In den na¨chsten Abschnitten werden die unterschiedlichen Aspekte der Kondensatdyna-
mik nach der Phasenaufpra¨gung fu¨r experimentell relevante Parametersa¨tze diskutiert 5.
5Die Simulationen gehen, wenn nicht anders angemerkt, von N = 105 87Rubidium-Atomen in dem
Potential einer Ioﬀe-Falle mit ωz = 2π · 14Hz und ω⊥ = 2π · 425Hz aus.
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Abbildung 4.4: Die Entwicklung der Dichte und der Phase in der ersten ms nach der Phasenauf-
pra¨gung.
Entstehung dunkler Solitonen
Die Dynamik von dunklen Solitonen, die in Potentialen mit hohem transversalem Einschluss
und relativ schwachem axialen Einschluss in axialer Richtung propagieren, wird sehr gut
durch die 1D Gross-Pitaevskii Gleichung beschrieben. Dies zeigen Vergleiche zwischen Si-
mulationen der 1D- und Simulationen der 3D-Gross-Pitaevskii Gleichung [127] 6. In der
folgenden Beschreibung wird daher nicht explizit zwischen der 1D-Situation der Simulatio-
nen und der (realen) 3D Situation unterschieden.
Vor dem Zeitpunkt der Phasenaufpra¨gung a¨ndert sich die Dichte des BEC auf La¨ngen-
6Neue Ergebnisse numerischer 3D Simulationen aus der Gruppe von G. Shlyapnikov zeigen, dass sich
nach der Phasenaufpra¨gung zuna¨chst solitonena¨hnliche Dichteminima ausbilden, deren radialer Verlauf –
wegen des Dichteproﬁls in radialer Richtung – nicht zeitlich konstant ist. Diese Minima gehen in einer
Zeit τ ≈ ω−1⊥ , kurz gegenu¨ber typischen Evolutionszeiten in der Magnetfalle tev, in dunkle Solitonen u¨ber
[108, 128].
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skalen der Ausheilla¨nge nur sehr langsam; der Verlauf der Dichte gleicht einer invertierten
Parabel (Gl. 2.20, Abb. 2.2). Gleichzeitig ist die Phasenverteilung φ(z) konstant, es gibt
also keine Geschwindigkeitsfelder vz(z) = (h¯/m)∂φ(z)/∂z im BEC. Diese Situation a¨ndert
sich durch das aufgepra¨gte Feld von Phasengradienten um die Position z0. Mit den Phasen-
gradienten wird dem Kondensat ein Geschwindigkeitsfeld v(r ) aufgepra¨gt.
Abb. 4.4 zeigt den Verlauf der Kondensatdichte und der Phase in der ersten Millisekunde
nach der Phasenaufpra¨gung. Der Verlauf des aufgepra¨gten Potentials entspricht der Phasen-
verteilung fu¨r tev = 0; der Phasensprung betra¨gt hier ∆φ = π auf einer La¨nge von le = 2µm
im Zentrum des Kondensats, z0 = 0. Am Verlauf der Dichte n(z) sieht man, dass der Mas-
sentransport, der mit dem Geschwindigkeitsfeld vz(z) verbunden ist, dazu fu¨hrt, dass die
Dichte in der Region ∂vz/∂z > 0 (z > z0) reduziert wird, wa¨hrend in der Region ∂vz/∂z < 0
(z < z0) ein Dichtemaximum entsteht. Wa¨hrend der ersten 300µs der Zeitentwicklung bil-
den sich diese Extrema bis zu einer relativen Ho¨he bzw. Tiefe von etwa 1.2 bzw. 0.8 aus.
Wa¨hrend dieser Zeit bleibt die Phasenverteilung qualitativ unvera¨ndert, und die Positionen
der Extrema sind demzufolge stabil. Nach etwa 300µs beginnt die vera¨nderte Dichtevertei-
lung, die Phasenevolution deutlich zu beeinﬂussen, und der fu¨r die Dynamik entscheidende
Bereich mit maximalem Gradienten teilt sich in zwei Bereiche etwa gleich hoher Phasengra-
dienten, von denen einer nach links propagiert und mit einem Dichtemaximum verbunden
ist und einer zu positiven z-Werten propagiert und mit einem Dichteminimum verbunden
ist.
Wa¨hrend sich die zu negativen Werten laufende Dichtewelle aufgrund des Terms ki-
netischer Energie und aufgrund des Wechselwirkungsterms in der Wellengleichung verbrei-
tert, u¨berkompensiert beim zu positiven z-Werten laufenden Dichteminimum die verringerte
Wechselwirkungsenergie den Eﬀekt der Dispersion durch den Term kinetischer Energie. So
kommt es zu einer Aufsteilung des Phasenverlaufs (siehe Abb. 4.5(b)) und zu einer Ver-
engung des Dichteminimums unter der Abspaltung eines zweiten Dichteminimums, das in
positiver z-Richtung propagiert (siehe Abb. 4.5(a)) und unter der Abspaltung von Dichte-
wellen kleiner Amplitude (siehe Abb. 4.6).
Das so entstandene ausgepra¨gte Minimum mit dem zugeho¨rigen tanh-fo¨rmigen Phasen-
verlauf propagiert formstabil und ist damit eine solita¨re Welle. Die Entstehungszeit des
Dichteminimums nach der Phasenaufpra¨gung betra¨gt mit tev ≈ 300µs einige Korrelations-
zeiten (tc = 60µs), die Zeit zur vollsta¨ndigen Ausbildung des Solitons und zur Abtrennung
der sonstigen Strukturen liegt etwa eine Gro¨ßenordnung daru¨ber (siehe Abb. 4.5). Die Ho¨he
des mit dem Soliton verbundenen Phasensprunges, die nach Gl. 4.12 mit der Solitonenge-
schwindigkeit u und der Solitonentiefe nmin/n0 verbunden ist, betra¨gt etwa die Ha¨lfte des
aufgepra¨gten Wertes ∆φ.
Dieses Verhalten kann anschaulich mit fundamentalen Erhaltungssa¨tzen verstanden wer-
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Abbildung 4.5: Die Entstehung eines dunklen Solitons aus einem Dichteminimum und einem
damit verbundenen starken Phasengradienten innerhalb der ersten ms nach Aufpra¨gen der Pha-
senverteilung. (a) Dichteverteilung im BEC nach unterschiedlichen Entwicklungszeiten tev; nach
etwa zwei ms spaltet sich unter der Verengung des Minimum ein zweites Minimum ab. Dies ist
verbunden mit einer Aufteilung des Phasenverlaufs in eine steilere Flanke und eine weniger steile
Flanke (b).
den 7: Aufgrund der Energieerhaltung muss die Phasendiﬀerenz zwischen zwei von der Dy-
namik noch nicht beeinﬂussten Orten konstant = ∆φ sein und damit der aufgepra¨gten
Phasendiﬀerenz entsprechen. Der bei der Solitonenausbildung entstehende, mit dem Ge-
schwindigkeitsfeld v(r ) verbundene Massenstrom unterliegt der Impulserhaltung, muss also
mit einem Phasengradienten verbunden sein. Das Soliton muss daher mit einem Bruchteil
des aufgepra¨gten Phasengradienten auskommen; dieser betra¨gt ≈ ∆φ/2, weil die Masse des
dunklen Soliton nach Gl. 4.14 dem negativen der in den Dichtewellen transportierten Masse
entspricht (Massenerhaltung).
Auch das zweite im Einschnu¨rungsprozess entstandene Minimum (Abb. 4.5, tev =
4.75ms) propagiert formstabil und ist mit einem Phasensprung verbunden. Es entspricht
7Diese Betrachtung gilt fu¨r den Fall vernachla¨ssigbarer A¨nderungen der Hintergrunddichte im Bereich
der Strukturen, wie er im Fallenzentrum und fu¨r kurze Entwicklungszeiten gegeben ist.
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Abbildung 4.6: Reﬂexion zweier dunkler Solitonen im Randbereich eines Bose-Einstein Konden-
sats. Die durchgezogenen Linien geben die Dichteverteilung wieder, die gepunkteten Linien ent-
sprechen dem Phasenverlauf, und die gestrichelten Linien entsprechen der Dichteverteilung des
Grundzustandes vor der Phasenaufpra¨gung. Das Soliton geringerer negativer Masse wird im a¨ußer-
sten Randbereich des BEC reﬂektiert und kann dabei von Dichtewellen sta¨rker beeinﬂusst werden
als das Soliton ho¨herer negativer Masse (erkennbar an der geringeren Tiefe des zweiten Solitons in
c).
einem dunklen Soliton geringerer Masse und damit ho¨herer Geschwindigkeit und niedrigerer
Tiefe.
Die Situation a¨ndert sich, wenn wenn die Solitonen in ein Gebiet wesentlich geringe-
rer Hintergrunddichte im BEC gelangen: beide Solitonen vergro¨ßern beim Erreichen des
Randbereiches des BEC (siehe Abb. 4.6) ihren Phasensprung, werden langsamer und keh-
ren ihre Bewegungsrichtung um, bevor sie den Rand des BEC erreichen ko¨nnen (vergleiche
Kap. 4.2.1, Abb. 4.3).
Im Gegensatz dazu la¨uft eine Dichtewelle, die den Rand des BEC erreicht, aus dem
Bereich, den der Grundzustand einnimmt, heraus und wird weiter außen am harmonischen
Fallenpotential reﬂektiert. Dies ist der Grund dafu¨r, dass die Wellenfunktion in Abb. 4.6
sich in Bereiche erstreckt, in denen die Grundzustandswellenfunktion verschwindet.
Entscheidende Parameter der Dynamik der Entstehung von dunklen Solitonen sind so-
wohl die Breite le als auch die Ho¨he ∆φ der aufgepra¨gten Phase. Wird le wesentlich gro¨ßer
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Abbildung 4.7: Dichteverteilung in einem BEC zu unterschiedlichen Zeiten tev nach der Auf-
pra¨gung einer Phase mit le = 5µm und ∆φ = π (a). Der Vergleich mit Abb. 4.5 zeigt den Einﬂuss
der Breite le auf die Dynamik der Solitonenentstehung. (b) Entstehung mehrerer dunkler Solitonen
fu¨r eine Phasendiﬀerenz ∆φ = 3π.
als die Ausheilla¨nge, le  l0, so wird die Dauer der Ausbildung der dunklen Solitonen we-
sentlich verzo¨gert, und es ko¨nnen nur Solitonen geringer Tiefe entstehen. In Abb. 4.7(a)
sind Dichteproﬁle eines BEC zu unterschiedlichen Zeiten tev nach der Phasenaufpra¨gung
mit den Parametern le = 5µm und ∆φ = π dargestellt. Das dunkle Soliton ist hier erst
nach etwa 20ms voll ausgebildet und ist von so geringer Tiefe, dass es erst im a¨ußersten
Randbereich des Kondensats reﬂektiert wird, wo seine Entwicklung durch die Auswirkungen
von Dichtewellen beeinﬂusst wird, sodass seine Form bei der Oszillation im Fallenpotential
nicht erhalten bleibt.
Ein ho¨herer Phasengradient bei gleicher Breite (Abb. 4.7(b)) bewirkt eine Beschleu-
nigung der Ausbildung von Solitonen, fu¨hrt gleichzeitig aber auch zur Ausbildung einer
Vielzahl von Solitonen.
Im folgenden werden die Abha¨ngigkeiten der Eigenschaften der erzeugten Solitonen von
den Parametern der Phasenaufpra¨gung diskutiert.
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Abha¨ngigkeit der Solitoneneigenschaften von le und ∆φ
Wie die Dynamik der Solitonenentstehung sind auch die Eigenschaften der voll ausgebil-
deten dunklen Solitonen von dem Verlauf der eingepra¨gten Phase abha¨ngig. Dabei sind
die erzeugten Solitonen dem fundamentalen dunklen Soliton um so a¨hnlicher, je ho¨her der
Phasengradient ist, d.h. je kleiner die Breite le und je gro¨ßer die Phasendiﬀerenz ∆φ ist.
Diese Abha¨ngigkeiten der Solitonengeschwindigkeit u wurden in Zusammenarbeit mit A.
Sanpera untersucht und sind in Abb. 4.8 dargestellt; die aufgetragenen Geschwindigkeiten
sind linear gena¨herte Geschwindigkeiten der Solitonen im zentralen Bereich des Kondensats
und sind mit den jeweils langsamsten und damit tiefsten Solitonen assoziiert.
In neueren numerischen Rechnungen von M. Girardeau und E. M. Wright wurde auch
die Erzeugung dunkler Solitonen in eindimensionalen Bose-Einstein Kondensaten aus stark
wechselwirkenden Teilchen mit Hilfe der Phasenaufpra¨gungsmethode simuliert [129]. Die
Ergebnisse besta¨tigen qualitativ die hier vorgestellten Abha¨ngigkeiten vom aufgepra¨gten
Phasenunterschied.
Abbildung 4.8: Ergebnisse numerischer Simulationen zur Abha¨ngigkeit der Solitonengeschwindig-
keit u in Einheiten der Schallgeschwindigkeit cs von den Parametern der aufgepra¨gten Phase [127].
Die Teilchenzahl betra¨gt N = 1.5 · 105, in (a) betra¨gt die Phasendiﬀerenz ∆φ = π, in (b) betra¨gt
die Breite des Phasengradienten le = 3µm.
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Entstehung und Dispersion einer Dichtewelle
Aufgrund der Massen- und Impulserhaltung im Kondensat entsteht gleichzeitig mit dem
dunklen Soliton negativer Masse ein Bereich erho¨hter Dichte, mit Geschwindigkeiten v(r ) in
Richtung des aufgepra¨gten Phasengradienten. Die Evolution der fu¨r die Parameter ∆φ = π
und le = 2µm erzeugen Dichtewelle ist in Abb. 4.9 dargestellt. Die Bewegung der Struk-
tur ﬁndet hier in Richtung des Phasengradienten (in negativer z-Richtung) statt, weil die
Dichtewelle mit dem Transport einer (positiven) Masse verbunden ist, im Gegensatz zur
negativen Masse des Solitons, die sich entgegen dem Phasengradienten bewegt.
Abbildung 4.9: Dichte- und Phasenverteilung des Massenstroms im Kondensat in Richtung des
aufgepra¨gten Phasengradienten. Eine Abﬂachung und Verbreiterung des Dichtemaximums unter
Abspaltung weiterer Dichtewellen bei einer gleichzeitigen Verbreiterung des Phasengradienten ist
zu beobachten. Das (mit identischen Parametern) gleichzeitig erzeugte dunkle Soliton ist in Abb.
4.5 dargestellt.
Abb. 4.10a zeigt die Dichteverteilung des BEC nach variierten Zeiten tev in der Ma-
gnetfalle und Expansionszeiten von jeweils tTOF = 4ms. Bemerkenswert ist, dass wa¨hrend
der Expansionszeit im Bereich zwischen dem Maximum der Dichtewelle und der Einstrahl-
position x0 ein Dichteminimum entsteht, das auch nach der Faltung mit einer Transfer-
funktion (zur Modellierung des Einﬂusses der endlichen Auﬂo¨sung des Detektionssystems
in der experimentellen Realisierung) deutlich zutage tritt (Abb. 4.10b). Wa¨hrend das Maxi-
mum der Dichtewelle mit der Schallgeschwindigkeit im Kondensat propagiert, geschieht die
Vera¨nderung der Position dieses Minimums mit der Evolutionszeit tev mit etwa der halben
Geschwindigkeit, also etwa mit der Geschwindigkeit typischer erzeugter Solitonen.
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Abbildung 4.10: (a) Dichteverteilungen nach einer Phasenaufpra¨gung von ∆φ = π mit le = 2µm
nach Evolutionszeiten von tev = 2, 4, 6ms und Expansionszeiten von jeweils tTOF = 4ms. (b) Nach
einer Faltung mit einer Gaußfunktion (FWHM= 3.5µm), die der Gla¨ttung des Absorptionsbildes
der Dichteverteilung durch eine endliche Auﬂo¨sung des Detektionssystems entspricht, sind zwei
ausgepra¨gte Minima zu erkennen, die sich jeweils gleichfo¨rmig mit tev bewegen.
Stabilita¨t der Solitonen in den numerischen Simulationen
Die Frage der Stabilita¨t von dunklen Solitonen in Bose-Einstein Kondensaten wird in zahl-
reichen theoretischen Arbeiten diskutiert [130, 109, 104, 131, 132]. Einzelne Solitonen in
Bose-Einstein Kondensaten ohne die Anwesenheit zusa¨tzlicher Anregungen (wie die oben
diskutierten Dichtewellen) zerfallen durch thermodynamische und dynamische Dissipations-
prozesse (siehe Abschnitt 4.2.2); in dem Fall stark anisotroper Kondensate ist die dyna-
mische Instabilita¨t reiner Solitonenzusta¨nde unterdru¨ckt. In dem experimentell relevanten
Fall durch Phasenaufpra¨gung erzeugter Solitonen beeinﬂussen zusa¨tzliche Anregungen die
Dynamik des Kondensats. Außerdem kommt es bei der Anregung mehrerer Solitonen durch
mehrere Potentialstufen oder durch eine hohe aufgepra¨gte Phasendiﬀerenz ∆φ zur Kollision
von Solitonen.
In den von T. Busch et al. durchgefu¨hrten Simulationen zur Oszillation dunkler Soli-
tonen in Bose-Einstein Kondensaten [133] sowie in den Ergebnissen von 3D-Simulationen
zur Modellierung des Hannoveraner Experiments gibt es keine Anzeichen der dynamischen
Dissipation in den untersuchten Parameterbereichen [24]. In Simulationen zur Kollision
von Solitonen wurden Regimes gefunden, in denen dunkle Solitonen repulsiv wechselwir-
ken [106, 127] (siehe auch Kap. 5.5). In einem bisher unvero¨ﬀentlichten 3D Modell zweier
durch Phasenaufpra¨gung erzeugter dunkler Solitonen wurde aber auch deren Annihilation
beobachtet [108].
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Die Ergebnisse der im Rahmen dieser Arbeit durchgefu¨hrten Simulationen liefern Hinwei-
se auf die Dissipation dunkler Solitonen mit einer kleinen Masse durch die Wechselwirkung
mit Dichtewellen in den Randbereichen des Kondensats, d.h. bei kleiner Solitonengeschwin-
digkeit u (siehe Abb. 4.6). In zentralen Regionen des Kondensats propagieren die Solitonen
in dem verwendeten quasi-1D Modell unbeinﬂusst durch Dichteschwankungen und entge-
genlaufende Solitonen.
Zusammenfassend belegen die numerischen Simulationen der Gross-Pitaevskii Glei-
chung, dass mit Hilfe der Phasenaufpra¨gungsmethode kontrolliert Solitonen in experimen-
tell zuga¨nglichen Bereichen erzeugt werden ko¨nnen. Im Rahmen dieser Arbeit wurde ein
umfangreiches Versta¨ndnis der Dynamik wa¨hrend der Erzeugung erlangt. Die vollsta¨ndige
Beschreibung der Dissipation dunkler Solitonen in Bose-Einstein Kondensaten ist eine wich-
tige, noch oﬀene Fragestellung, die weitere experimentelle Untersuchungen und theoretische
Modelle in verschiedenen Dimensionalita¨ten und fu¨r Temperaturen T > 0 erfordert.
Die experimentelle Umsetzung der Phasenaufpra¨gungsmethode zur Erzeugung dunkler
Solitonen wird in Kapitel 5 erla¨utert.
4.3.4 Erzeugung von Vortices mit der Phasenaufpra¨gungs-
methode
Eine weitere Klasse fundamentaler niedrigliegender Anregungszusta¨nde in Bose-Einstein
Kondensaten sind Vortices [22, 23, 134, 135, 136, 137, 138, 139]. Vortices in Bose-Einstein
Kondensaten zeichnen sich durch eine sich zirkular um einen Vortex
”
kern“ (vortex core)
a¨ndernde Phase der Wellenfunktion aus. Dabei a¨ndert sich die Phase linear mit dem Dreh-
winkel φ um ein ganzzahliges Vielfaches m von 2π. Dem entspricht das Geschwindigkeitsfeld
eines (superﬂuiden) Wirbels mit dem Drehimpuls |L| = mh¯ pro Teilchen im Kondensat
[101]. Da die Phase im Kern des Vortex singula¨r ist, muss hier auch die Dichte verschwin-
den; der Vortexkern zeichnet sich also durch eine Dichteabnahme von der Hintergrunddichte
auf n = 0 auf dem Maßstab der Ausheilla¨nge l0 aus. Erzeugungsmo¨glichkeiten von Vortices
werden in der Literatur eingehend diskutiert [121, 140, 141, 142, 143, 144, 145, 29].
Die Erzeugung von Vortices mit der Phasenaufpra¨gungsmethode wurde in einer Zusam-
menarbeit mit der Gruppe von M. Lewenstein eingehend untersucht [29], erste entsprechende
Experimente wurden im Rahmen der vorliegenden Arbeit durchgefu¨hrt 8. Eine Zusammen-
fassung der Ergebnisse der Simulationen ﬁndet sich in Abschnitt 5.1 der im Kapitel 6.3
abgedruckten Vero¨ﬀentlichung.
8Aufgrund experimenteller Schwierigkeiten (hohe statistische Schwankungen der Position des Bose-
Einstein Kondensats) bei der adiabatischen Verformung der Magnetfalle, die in unserer experimentellen
Realisierung notwendig ist, konnte die Erzeugung von Vortices nicht eindeutig nachgewiesen werden.
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Die vorgestellten Methoden der Phasenaufpra¨gung zur Erzeugung von Vortices und von
Solitonen ko¨nnen als
”
atomoptische Holographie“ zu den Methoden der nichtlinearen Atom-
optik geza¨hlt werden [32]. Wie in der optischen Holographie werden hier die Phasenlagen
extern beeinﬂusst und so topologische Texturen erzeugt. Mit einer holographischen Me-
thode werden optische dunkle Solitonen durch schlagartige A¨nderungen der Phase eines in
einem nichtlinearen Medium propagierenden Lichtfeldes generiert (siehe Kap. 3.2.1). Die
direkte Analogie zur Erzeugung von Vortices in Bose-Einstein Kondensaten ist die Erzeu-
gung von Laguerre-Gaußschen Lichtmoden (“donut-modes”, optische Vortices) durch die
Transformation von Gaußschen TEM00-Moden im Fernfeld ihrer Entwicklung nach dem
Durchgang durch computergenerierte Phasenhologramme, die im wesentlichen eine zirkula-
re Phasenabha¨ngigkeit aufpra¨gen [146].
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Kapitel 5
Experimentelle Erzeugung von
dunklen Solitonen in Bose-Einstein
Kondensaten
In diesem Kapitel werden die im Rahmen dieser Arbeit erzielten experimentellen Ergebnisse
zur erstmaligen Erzeugung und Charakterisierung von dunklen Solitonen in Bose-Einstein
Kondensaten [24] vorgestellt. Zuna¨chst wird auf den experimentellen Aufbau fu¨r die Pha-
senaufpra¨gung zur Erzeugung dunkler Solitonen eingegangen, danach folgen Ergebnisse zur
Solitonendynamik, zur Dissipation von Solitonen und zur Bragg-Spektroskopie des mit den
Solitonen verbundenen Geschwindigkeitsfeldes. Die Ergebnisse werden mit numerischen Si-
mulationen, die aus einer engen Kollaboration mit der Arbeitsgruppe von M. Lewenstein
hervorgegangen sind, verglichen.
Abschließend werden Ergebnisse zur Erzeugung und Untersuchung kollidierender Solito-
nen vorgestellt.
5.1 Experimenteller Aufbau
5.1.1 Pra¨paration des Bose-Einstein Kondensats
Die in diesem Experiment verwendeten Bose-Einstein Kondensate sind in einem stark ein-
schließenden, anisotropen Potential gefangen (siehe Kapitel 2.2). Die fundamentalen Fre-
quenzen des Potentials betragen ωz = 2π · 14Hz und ω⊥ = 2π · 425Hz. Damit beﬁnden
sich die Kondensate in einer nahezu quasi-1D Geometrie. Das in Kapitel 4.1 entwickelte
eindimensionale Bild von dunklen Solitonen ist also eine geeignete Beschreibung des Expe-
riments. Weiterhin sind in dieser Geometrie die dissipativen Eﬀekte dynamischer Instabilita¨t
stark unterdru¨ckt (Kapitel 4.2.2).
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Abbildung 5.1: Prinzip der Phasenaufpra¨gung zur Erzeugung dunkler Solitonen in einem BEC.
Die Parameter der Laserku¨hlung und Verdampfungsku¨hlung zur Erzeugung von Kon-
densaten sind so gewa¨hlt, dass etwa alle 25 s ein Kondensat mit einer typischen Anzahl von
N = 1.5 · 105 Atomen im (F=2, mF=+2)-Hyperfeinzustand erzeugt wird und zur weiteren
Manipulation durch Dipolpotentiale und zur Detektion zur Verfu¨gung steht.
Die maximale Teilchendichte ergibt sich aus Atomzahl und den Fallenfrequenzen zu
n0 = 3.8 · 1014 cm−3 (vgl. Gl. 2.22, 2.23). Damit betra¨gt die maximale Schallgeschwindigkeit
im Kondensat cs(n0) = 3.7mm/s.
5.1.2 Das Dipolpotential zum Aufpra¨gen der Phase
Das in der Phasenaufpra¨gungsmethode beno¨tigte Potential wird aufgrund der schnellen
Schaltbarkeit und der hohen erreichbaren Ortsauﬂo¨sung mit einem optischen Dipolpotential
realisiert (zu Dipolpotentialen siehe Kap. A im Anhang). Als Laserquelle zur Erzeugung
des Dipolpotentials wird in den hier beschriebenen Experimenten ein frequenzverdoppelter
Neodym:Vanadat-Laser genutzt, der Licht einer Wellenla¨nge von 532 nm und einer Leistung
von bis zu 10.5W im Ein-Moden Betrieb emittiert.
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Wie in Kapitel 4.3.3 beschrieben, muss zur Erzeugung von Solitonen in einem quasi-
eindimensionalen Bose-Einstein Kondensat ein konstantes Dipolpotential Udp kurzzeitig auf
eine Ha¨lfte des Kondensats einwirken (siehe Abb. 5.1). Mit der z-Achse als schwacher Achse
des Potentials gilt also
Uimp(x, y, z, t) = UdpΘ(z − zs) fu¨r 0 ≤ t ≤ tp (5.1)
= 0 fu¨r t < 0 und t > tp ,
wobei Θ(z) eine durch die begrenzte Auﬂo¨sung des Abbildungssystems gegla¨ttete Stu-
fenfunktion ist.
Abbildung 5.2 stellt den Aufbau des Systems zur Generierung des Potentials Uimp dar.
Licht der Wellenla¨nge 532 nm aus einer Laserquelle beleuchtet eine scharfe Kante; diese wird
von einem hochauﬂo¨senden Mikroskopobjektiv mit großem Arbeitsabstand auf das Konden-
sat in der Ultrahochvakuumapparatur abgebildet. Die z-Achse des Kondensats beﬁndet sich
dabei in der Bildebene der Abbildung. Das Auﬂo¨sungsvermo¨gen des Objektivs ist auf 2.1µm
bei einer Wellenla¨nge von 633 nm speziﬁziert. Bei idealer Justage fa¨llt die Intensita¨t auf einer
Breite von 2 bis 3µm ab 1.
Linsen im Strahlengang sorgen fu¨r eine Anpassung der Intensita¨t des Lichtes in der Bild-
ebene. Mit einem akustooptischen Modulator (AOM) kann das Licht mit einer Schaltzeit in
der Gro¨ßenordnung einer Mikrosekunde an- und ausgeschaltet werden; eine Frequenzmodu-
lation des AOM sorgt fu¨r eine Gla¨ttung von Interferenzstrukturen, die beim Durchgang des
Lichtes durch das (nicht fu¨r λ = 532 nm entspiegelte) Quartzglasfenster der Vakuumappa-
ratur entstehen. Die Modulationsfrequenz betra¨gt 100 kHz und ist damit schnell gegenu¨ber
der Korrelationszeit des Kondensats, sodass das entstehende Potential als zeitgemitteltes
Potential wirkt.
Die Intensita¨t des Lichtfeldes la¨sst sich nicht direkt am Ort der Atome messen. Sie wurde
daher als Quotient der Laserleistung P vor Eintritt in die Glaszelle und der vom Strahl
u¨berstrichenen Fla¨che A ermittelt. Diese konnte durch die Verdra¨ngung von Atomen beim
la¨ngeren Einstrahlen des Laserstrahls in eine expandierende Atomwolke ermittelt werden.
Mit typischen Werten von P = 0.5W und A = 200×100µm2 ergibt sich eine Intensita¨t von
25W/mm2. Ein Vergleich mit der maximalen Fallho¨he, bei der die Atome von dem Potential
noch reﬂektiert werden, ergibt die gleiche Gro¨ßenordnung.
Mit einer Intensita¨t von 25W/mm2 bei einer Wellenla¨nge von λl = 532 nm und unter
Beru¨cksichtigung der na¨chstliegenden und sta¨rksten atomaren Resonanzen von Rubidium
1Die Auﬂo¨sung des Detektionssystems, in das das Mikroskopobjektiv integriert ist, wurde experimentell
als 3 . . . 4µm bei λ = 780 nm bestimmt [63].
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Abbildung 5.2: Schematischer Aufbau der Generierung des Dipolpotentials fu¨r die Phasenauf-
pra¨gung dunkler Solitonen in einem Bose-Einstein Kondensat.
ergibt sich so ein Dipolpotential von U = 2 · 10−29 J. Eine Einwirkzeit von etwa 30µs
verzo¨gert die Phasenentwicklung damit um ∆φ ≈ π.
Da die Gesamtstreurate R =
∑
iRi (siehe Gl. A.3) bei der hohen Verstimmung eines
532 nm-Lasers gegenu¨ber allen Resonanzen von Rubidium mit R ≈ 8·10−3s−1 extrem niedrig
ist, ko¨nnen spontante Prozesse hier vernachla¨ssigt werden.
5.1.3 Erzeugung dunkler Solitonen
Der zeitliche Ablauf des Experiments zur Erzeugung und zum Nachweis von dunklen So-
litonen in Bose-Einstein Kondensaten ist in Abb. 5.3 dargestellt. Zuna¨chst wird, wie oben
beschrieben, das Kondensat in der Magnetfalle erzeugt. Es folgt das Aufpra¨gen einer Pha-
senverteilung mit dem Dipolpotential in der beschriebenen Geometrie. Daraufhin entwickelt
sich das Kondensat fu¨r eine Zeitdauer tev in der Magnetfalle. Vor der Absorptionsaufnah-
me expandiert das Kondensat im freien Fall wa¨hrend der Zeit tTOF . Die Absorptionsauf-
nahme wird resonant mit einer Intensita¨t in der Gro¨ßenordnung der Sa¨ttigungsintensita¨t
durchgefu¨hrt; nach einer Verzo¨gerungszeit tdelay von typischerweise 100ms wird ein Hinter-
grundbild aufgenommen. Durch Division der beiden Bilder und Logarithmieren wird die
Dichteverteilung der Atomwolke bestimmt. Diese liefert die Informationen u¨ber Form und
Positionen der Solitonen.
In den durchgefu¨hrten Experimenten sind vor allem die Zeitparameter tp, tev und tTOF
(siehe Abb. 5.3) von Bedeutung. In Zusammenhang mit der Sta¨rke des Dipolpotentials und
den Parametern der Abbildung bestimmt die Einwirkdauer tp die Geschwindigkeit der er-
zeugten Solitonen; u¨ber die Variation der Entwicklungszeit kann das dynamische und das
dissipative Verhalten der Solitonen studiert werden. Die freie Expansion wa¨hrend der Zeit
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Abbildung 5.3: Zeitlicher Ablauf der Erzeugung dunkler Solitonen und typische Zeitdauern.
tTOF ist aus zwei Gru¨nden notwendig: Zum einen ist die atomare Dichte in der Magnetfalle so
hoch, dass das Ensemble fu¨r den resonanten Probelaserstrahl optisch dicht ist. Das charak-
teristische Dichteminimum eines dunklen Solitons ist in diesem Regime nicht zu erkennen.
Wa¨hrend der ballistischen Expansion (in unserem Experiment tTOF = 4ms) verringert sich
die Dichte so weit, dass die Dichtevariationen in der Atomwolke detektiert werden ko¨nnen.
Zum anderen ist die Breite des Dichteminimums eines Solitons von der Gro¨ßenordnung der
Ausheilla¨nge. Diese ist in der Magnetfalle typischerweise geringer als die mit optischen Me-
thoden erreichbare Auﬂo¨sung des Detektionssystems. Durch die Dichteabnahme wa¨hrend
der ballistischen Expansion und die dadurch bedingte Verbreiterung des Dichteminimums
gelangt das Soliton in einen experimentell besser zuga¨nglichen Bereich.
Eine Abscha¨tzung der Vera¨nderung der Geschwindigkeit des Solitons wa¨hrend der freien
Expansionszeit tTOF kann mit Hilfe der Impulserhaltung gemacht werden [122, 127, 108]:
Nach Abschalten des Fallenpotentials a¨ndern sich die verschiedenen Parameter, die in die
Masse des dunklen Solitons eingehen (siehe Gleichung 4.14), mit dem Skalierungsparameter
b(t) =
√
1 + ω2⊥t2. Fu¨r die Dichtediﬀerenz (nmin − n0), die Querschnittsﬂa¨che S und die
Ausheilla¨nge l0 gilt:
n ∼ 1
b2(t)
, (5.2)
S ∼ b2(t) ,
l0 ∼ b(t) .
Der Betrag der (negativen) MasseM des dunklen Solitons nimmt also mit b(t) zu,M ∼ b(t);
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da der Impuls des Solitons erhalten bleiben muss, nimmt die Geschwindigkeit u mit b(t) ab,
u ∼ b−1(t). Eine konstante Geschwindigkeit u des Solitons in der Magnetfalle fu¨hrt daher
auch zu einer konstanten Geschwindigkeit nach der Expansion, wenn das Kondensat unter-
schiedliche Entwicklungszeiten tev in der Magnetfalle erfahren hat. Deshalb ist es mo¨glich,
aus den Positionen des Dichteminimums nach der Expansion die Geschwindigkeit des Soli-
tons in der Magnetfalle, u, zu bestimmen.
Abbildung 5.4: Absorptionsaufnahmen von Bose-Einstein Kondensaten nach der Phasenauf-
pra¨gung; (a) nach einer Evolutionszeit von tev = 0.1ms, (b) nach tev = 2.5ms und jeweils nach
einer Expansionszeit von tTOF = 4ms. (c) und (d): Schnitte durch die Dichteverteilungen; mit
zs ist die Position des (in positiver z-Richtung) propagierenden dunklen Solitons bezeichnet.
(e) und (f): Ergebnisse numerischer Simulationen fu¨r die Parameter ∆φ = 1.5π, ledge = 2µm,
N = 105, tev = 0.1ms bzw. 2.5ms, tTOF = 4ms und nach der Faltung mit einer Gaußfunkti-
on (FWHM= 3.5µm), die der Gla¨ttung des Absorptionsbildes der Dichteverteilung durch eine
endliche Auﬂo¨sung des Detektionssystems entspricht.
Abbildung 5.4 zeigt typische Absorptionsaufnahmen eines wie oben beschrieben erzeug-
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ten Solitonenzustands in einem Bose-Einstein Kondensat direkt nach der Phasenaufpra¨gung
(a) und nach einer Entwicklungszeit von tev = 2.5ms (b). Die aufgepra¨gte Phase ∆φ ent-
spricht π, die Expansionszeit ist tTOF = 4ms. Das dunkle Soliton ist sowohl in der Absorp-
tionsaufnahme (tev = 2.5ms) als auch im Schnitt durch die dem Absorptionsproﬁl entspre-
chende Dichteverteilung deutlich als Minimum zu erkennen. Die detektierte relative Tiefe
des Minimums, T = nmin/n0, betra¨gt T ≈ 80%. Dies steht in guter U¨bereinstimmung mit
der in den Simulationen berechneten Tiefe unter Beru¨cksichtigung des Auﬂo¨sungsvermo¨gens
der Detektionssystems von etwa 4µm (Abb. 5.4 e, f).
In der Absorptionsaufnahme ist außer dem Minimum des dunklen Solitons ein zweites
Dichteminimum bei der Position zd zu erkennen. Dieses Minimum entsteht im Zusammen-
hang mit der in Richtung des Phasengradienten laufenden Dichtewelle (siehe Kap. 4.3.3) bei
der Expansion des Ensembles aus der Falle. Es ist auch in den Ergebnissen der numerischen
Simulationen der Gross-Pitaevskii Gleichung klar zu erkennen.
Die Erzeugung von dunklen Solitonen ist wesentlich von den Parametern des einge-
pra¨gten Phasenunterschiedes und der Qualita¨t der optischen Abbildung des Phasensprunges
abha¨ngig (siehe Kapitel 4.3). In mehreren iterativen Schritten wurden die Potentialsta¨rke
und die Scharfstellung der optischen Abbildung der Intensita¨tskante auf das Kondensat op-
timiert. In U¨bereinstimmung mit den Ergebnissen der numerischen Simulationen [127] setzt
die Erzeugung deutlich erkennbarer dunkler Solitonen (Konstrast > 10%) ab einer aufge-
pra¨gten Phase von ∆φ ≈ π/2 ein. Fu¨r die in diesem Abschnitt beschriebenen Messungen
wurde das Produkt aus Pulsdauer und Laserintensita¨t des Phasenaufpra¨gungspotentials um
einen Faktor 2 ho¨her gewa¨hlt als der Wert, bei dem die Erzeugung detektierbarer dunkler
Solitonen einsetzte. Die Phasenverzo¨gerung entspricht damit ∆φ ≈ π.
Die Feineinstellung der Abbildung der Intensita¨tskante erfolgte anhand der Solitonen-
geschwindigkeit, die vom aufgepra¨gten Phasengradienten abha¨ngt. Wie die Ergebnisse der
numerischen Simulationen zeigen, ist bei einer optimalen Scharfstellung eine minimale Soli-
tonengeschwindigkeit zu erwarten (siehe Abb. 4.8).
5.2 Untersuchung der Solitonengeschwindigkeiten
Die Geschwindigkeit der mit der Phasenaufpra¨gungsmethode erzeugten Solitonen ist in einer
komplexen Weise von dem aufgepra¨gten Potential abha¨ngig (siehe Kap. 4.3.3). Eine analyti-
sche Lo¨sung fu¨r diese Abha¨ngigkeit la¨sst sich nicht angeben; die experimentellen Ergebnisse
werden mit Ergebnissen numerischer Simulationen der GPE, die in Kapitel 4.3.3 dargestellt
sind, verglichen.
Experimentell wurde die Dynamik dunkler Solitonen untersucht, indem in verschiede-
nen Messreihen die Entwicklungszeit des Kondensats in der Magnetfalle, tev, variiert wur-
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Abbildung 5.5: Absorptionsbilder von Bose-Einstein Kondensaten zu unterschiedlichen Zeiten tev
nach der Phasenaufpra¨gung und nach einer Expansion von tTOF = 4ms. Das dunkle Soliton bewegt
sich gleichfo¨rmig in positiver z-Richtung.
de. Einige Absorptionsbilder einer solchen Reihe sind in Abb. 5.5 dargestellt. Das Soliton
propagiert deutlich in positiver z-Richtung, d.h. entgegen der Richtung des aufgepra¨gten
Phasengradienten.
Abb. 5.6 zeigt die Abha¨ngigkeit der Positionen des dunklen Solitons von der Entwick-
lungszeit tev fu¨r verschiedene Abbildungen des Dipolpotentials. Die Solitonen propagieren
in U¨bereinstimmung mit der Theorie mit einer gleichfo¨rmigen Geschwindigkeit. Die Posi-
tionen des Solitons in einer numerischen Simulation des Experiments sind in der gestri-
chelten Kurve in Abb. 5.6(a) dargestellt [24]. Die gemessenen Solitonengeschwindigkeiten
von (u = 2.0 ± 0.3)mm/s 2 (a) und (u = 2.8 ± 0.3)mm/s (b) sind wesentlich geringer als
die maximale Schallgeschwindigkeit im Kondensat, und die Geschwindigkeiten lassen sich
durch die Wahl der Parameter der Phasenaufpra¨gung (hier durch Variation von ledge) beein-
ﬂussen. Zusammen mit der klaren U¨bereinstimmung der Experimente mit den numerischen
2Der Fehlerbereich entsteht hier durch die Streuung der Messwerte und durch den Fehlerbereich der
Detektion.
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Abbildung 5.6: Positionen der Solitonen in Abha¨ngigkeit der Evolutionszeit in der Magnetfalle,
tev. Die Solitonen propagieren gleichfo¨rmig mit einer Geschwindigkeit u, die wesentlich kleiner
als die maximale Schallgeschwindigkeit im Kondensat, cs = 3.7mm/s ist. Fu¨r Abbildungen mit
unterschiedlicher Scha¨rfe des Potentialgradienten, ledge, ergeben sich unterschiedliche Geschwin-
digkeiten der Solitonen. Im Vergleich mit 3D-Simulationen der GPE [127] ergibt sich eine Scha¨rfe
von ledge ≈ 2µm (a) bzw. ledge ≈ 3µm (b).
Simulationen ist dies der Beleg fu¨r die experimentelle Beobachtung dunkler Solitonen in
Bose-Einstein Kondensaten.
5.3 Bragg-Spektroskopie an Solitonenzusta¨nden
Wie in verschiedenen Gruppen gezeigt wurde [65, 6, 30, 83, 82], la¨sst sich die Methode der
Bragg-Beugung von Materiewellen an Bose-Einstein Kondensaten besonders eﬀektiv einset-
zen, da diese durch die Besetzung eines gemeinsamen Quantenzustandes eine extrem schmale
Verteilung im Impuls- und Ortsraum besitzen. Die Anwendungen der Bragg-Beugung von
Bose-Einstein Kondensaten reichen vom Auskoppler fu¨r einen Atomlaser bis zur wohldeﬁ-
nierten Phononenanregung. Außerdem konnten mit Hilfe der Bragg-Beugung Bose-Einstein
Kondensate im Grundzustand in der Magnetfalle und in freier Expansion spektroskopisch
untersucht werden [30, 83]. In den in diesem Abschnitt beschriebenen Messungen wurde die-
se Methode erstmals als Hilfsmittel zur Spektroskopie niedrigliegender angeregter Zusta¨nde
in Bose-Einstein Kondensaten eingesetzt.
Die nichttriviale Phasenverteilung der Solitonenzusta¨nde macht diese zu geeigneten Kan-
diaten fu¨r die Bragg-Spektroskopie. Die ra¨umlichen A¨nderungen der Phase sind mit einem
Wahrscheinlichkeitsdichtestrom und so mit einem Geschwindigkeitsfeld verbunden (siehe
Gl. 4.3). In einem Solitonenzustand mit der Solitonengeschwindigkeit u besitzt dieses Ge-
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schwindigkeitsfeld nur Komponenten, die der Richtung von u entgegengesetzt sind, da das
Soliton immer entgegen dem begleitenden Phasengradienten propagiert. Das Geschwindig-
keitsfeld ist außerdem lokal auf der Gro¨ßenordnung der Ausheilla¨nge um die Solitonenposi-
tion zs begrenzt.
Abbildung 5.7: In numerischen Simulationen ermittelte Dichte- und Geschwindigkeitsverteilungen
in Bose-Einstein Kondensaten nach der Phasenaufpra¨gung von (a) ∆φ = π, (b) ∆φ = 3π.
Das Geschwindigkeitsfeld eines Bose-Einstein Kondensats nach der Phasenaufpra¨gung
eines Solitons, das sich nach Gl. 4.3 aus der in einer numerischen Simulation berechneten
Phasenverteilung ergibt, und die entsprechende Dichteverteilung sind in Abb. 5.7 dargestellt.
Mit dem in positiver z-Richtung laufenden dunklen Soliton und mit der in negativer z-
Richtung laufenden Dichtewelle sind negative Geschwindigkeiten verbunden. Die Betra¨ge der
mit dem Soliton verbundenen negativen Geschwindigkeiten steigen mit dem aufgepra¨gten
Phasenunterschied ∆φ (Abb. 5.7 b).
Da die Bragg-Beugung ein stark geschwindigkeitsselektiver Prozess ist (siehe Kap. 2.2.7),
kann mit geeignet gewa¨hlten Parametern der Bragg-Laserpulse das Geschwindigkeitsfeld
spektroskopisch untersucht werden.
In den hier beschriebenen Experimenten wird die Bragg-Spektroskopie an Solitonen-
zusta¨nden wie folgt durchgefu¨hrt: Zuna¨chst wird dem Kondensat in der Magnetfalle ei-
ne Phase aufgepra¨gt, danach folgen eine Entwicklungszeit in der Magnetfalle, tev, und ei-
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Abbildung 5.8: Bragg-Spektroskopie eines Solitonenzustandes nach der Aufpra¨gung eines Phasen-
sprunges von ∆φ ≈ π. (a)-(g): Absorptionsaufnahmen von Bose-Einstein Kondensaten nach der
Bragg-Beugung mit unterschiedlichen Frequenzverstimmungen ∆δ relativ zur Bragg-Resonanz mit
v = 0. (h): Schnitte durch die zugeho¨rigen Dichteverteilungen.
ne freie Expansionszeit von tTOF = 2ms, um die Bragg-Pulse bei einer geringen atoma-
ren Dichte im Kondensat einzustrahlen und so Kollisionseﬀekte zu vermeiden [147]. Nach
dieser Expansionszeit werden die beiden antiparallelen Bragg-Strahlen fu¨r eine Zeitdauer
tBragg = 250µs eingestrahlt. Die Intensita¨t dieser Strahlen wird so gewa¨hlt, dass die Atome,
die mit dem Bragg-Prozess in Resonanz sind, mit einer Wahrscheinlichkeit p = 1 in den Im-
pulszustand |2h¯k〉 u¨bergehen (π-Puls). Die gemessene Frequenzbreite des Bragg-U¨bergangs
betra¨gt bei dieser Pulsdauer ∆δ ≈ 2.5 kHz. Dies entspricht im Geschwindigkeitsraum einer
Breite der Bragg-Resonanz von ≈ 2mm/s. Wa¨hrend einer weiteren Entwicklungszeit von
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tTOF2 = 12ms trennen sich die beiden bevo¨lkerten Impulskomponenten ra¨umlich und lassen
sich in einer Detektionsaufnahme getrennt analysieren.
Durch die relative Frequenzverstimmung der beiden Bragg-Laserstrahlen, δ, la¨sst sich
einstellen, welcher Geschwindigkeitsbereich aus der Geschwindigkeitsverteilung der Solito-
nenzusta¨nde mit dem Bragg-Prozess resonant ist, und damit, aus welchem Bereich des Kon-
densats Atome
”
Bragg-gebeugt“ werden.
In Abb. 5.8 und Abb. 5.9 sind Absorptionsaufnahmen und Schnitte durch die ermittelten
Dichteverteilungen aus Messserien mit variierter Frequenzverstimmung δ dargestellt.
In Abb. 5.8 wurde ein Phasenunterschied von ∆φ ≈ π aufgepra¨gt, die Evolutionszeit
betrug tev = 3.5ms. (Ergebnisse der entsprechenden Simulation sind in Abb. 5.7 a darge-
stellt.) Ist die Bragg-Verstimmung in Resonanz mit der Geschwindigkeit v = 0, so wer-
den alle Atome in die erste Ordnung gebeugt, da die Geschwindigkeitsbreite des Bragg-
Prozesses gro¨ßer als das Spektrum der Geschwindigkeitsverteilung im Kondensat ist. Fu¨r
Bragg-Verstimmungen weit außerhalb der Resonanz ﬁnden sich alle Atome in der 0. Ord-
nung. In beiden Fa¨llen sind die typischen Dichteminima des Solitons und der expandierten
Dichtewelle deutlich zu erkennen.
Spektroskopische Eﬀekte zeigen sich, wenn der Bragg-Prozess nur leicht gegenu¨ber der
Resonanz mit v = 0 verstimmt ist: Fu¨r eine Resonanz mit leicht negativen Geschwindig-
keiten, v ≈ −0.6mm/s, werden bevorzugt Atome in zwei schmalen Bereichen ausgekoppelt,
die dem dunklen Soliton und der Dichtewelle entsprechen. Fu¨r eine Resonanz mit leicht
positiven Geschwindigkeiten, v ≈ +1mm/s, bleiben die Atome aus diesen Bereichen bevor-
zugt in der 0. Ordnung zuru¨ck, sind also nicht mehr in Resonanz mit dem Bragg-Prozess.
Da bei den hier gewa¨hlten Verstimmungen δ ≈ 1 kHz – wegen der endlichen Frequenzbrei-
te der Bragg-Resonanz – noch eine gewisse Bragg-Beugungswahrscheinlichkeit (p ≈ 0.5)
auch fu¨r die Atome mit v ≈ 0 besteht, sind die ausgekoppelten Geschwindigkeitsanteile mit
v ≈ −1mm/s von einem Untergrund der atomaren Verteilung mit v = 0 u¨berlagert. Der
spektroskopische Eﬀekt ist trotz der U¨berlagerung durch diesen Untergrund eindeutig an
der A¨nderung der Symmetrie der Bragg-gebeugten ersten Ordnung bei Durchgang durch
die Bragg-Resonanz mit v = 0 zu erkennen. Bei der Resonanz mit v = −0.6 . . .− 1.4mm/s
werden bevorzugt Atome aus zwei schmalen Bereichen in die -1. Ordnung gebeugt: hier be-
sitzen die 0. und die -1. Ordnung eine deutlich unterschiedliche Form. Die beiden schmalen
Bereiche negativer atomarer Geschwindigkeiten entsprechen dem mit dem Soliton verbunde-
nen und in positiver z-Richtung propagierenden Wahrscheinlichkeitsdichtestrom und der in
negativer z-Richtung laufenden Dichtewelle. In U¨bereinstimmung mit den Ergebnissen der
numerischen Simulationen fu¨r die hier verwandten experimentellen Parameter (Abb. 5.7 a)
liegen die atomaren Flussgeschwindigkeiten, die mit dem Soliton verbunden sind, im Bereich
u = −(0.6± 0.4)mm/s.
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Abbildung 5.9: Bragg-Spektroskopie eines Solitonenzustandes nach der Phasenaufpra¨gung von
∆φ ≈ 3π. (a): Absorptionsaufnahmen von Bose-Einstein Kondensaten nach der Bragg-Beugung
mit unterschiedlichen Frequenzverstimmungen ∆δ relativ zur Bragg-Resonanz mit v = 0.
(b): Schnitte durch die zugeho¨rigen Dichteverteilungen.
Der spektroskopische Eﬀekt der Bragg-Beugung wird bei ho¨heren atomaren Flussge-
schwindigkeiten deutlich erho¨ht. In Abb. 5.9 sind Ergebnisse einer spektroskopischen Mess-
serie an einem Solitonenzustand, der durch Aufpra¨gen eines wesentlich ho¨heren Phasen-
gradientens erzeugt wurde (∆φ ≈ 3π), dargestellt. (Ergebnisse der entsprechenden Simu-
lation sind in Abb. 5.7 b dargestellt.) Hier bleibt bei Resonanz des Bragg-Prozesses mit
v = 0 eine auf einen schmalen Raumbereich konzentrierte atomare Wolke in der 0. Ord-
nung zuru¨ck. Fu¨r eine Resonanz mit negativen Geschwindigkeiten bis v = −4mm/s werden
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Atome aus diesem Bereich in die erste Ordnung gebeugt, wa¨hrend fu¨r Resonanzen mit ent-
sprechenden positiven Geschwindigkeiten alle Atome in der 0. Ordnung zuru¨ckbleiben. Auch
dieses Verhalten ist in sehr guter U¨bereinstimmung mit den Ergebnissen der numerischen
Simulationen der Gross-Pitaevskii Gleichung (Abb. 5.7 b).
Das Geschwindigkeitsfeld eines Solitons bietet einen Zusammenhang zu superﬂuiden Ef-
fekten in Bose-Einstein Kondensaten [26, 22, 23, 147]. Da der Phasengradient eines dunklen
Solitons mit sinkender Solitonengeschwindigkeit ansteigt (siehe Abb. 4.2), verha¨lt sich die
Abha¨ngigkeit des atomaren Geschwindigkeitsfeldes von der Solitonengeschwindigkeit konter-
intuitiv. Fu¨r hohe Solitonengeschwindigkeit besitzt das Geschwindigkeitsfeld v nur Kom-
ponenten, die kleiner als die kritische Landau-Geschwindigkeit der Superﬂuidita¨t 3 sind.
Im Geschwindigkeitsfeld von Solitonen mit niedriger Solitonengeschwindigkeit sind Kom-
ponenten enthalten, die ho¨her als die Landau-Geschwindigkeit sind. In Systemen, in de-
nen zusa¨tzlich zum Solitonenzustand streuende Fremdteilchen enthalten sind (z.B. in ei-
nem mehrkomponentigen Kondensat), bietet sich daher eine Mo¨glichkeit, den U¨bergang ins
superﬂuide Regime zu beobachten, indem die kollisionsbedingte Dissipation in Abha¨ngigkeit
von der Solitonengeschwindigkeit untersucht wird.
5.4 Untersuchung der Lebensdauer dunkler Solitonen
Wie in Kapitel 4.2.2 diskutiert, sind die wesentlichen Dissipationsmechanismen dunkler
Solitonen in Bose-Einstein Kondensaten die thermodynamische und die dynamische Insta-
bilita¨t [104, 109].
Da die dynamische Instabilita¨t durch Zwei-Ko¨rper-Prozesse vermittelt wird, kann sie
unterdru¨ckt werden, wenn die maximale mit einem Atom verbundene kinetische Energie
s in einem Solitonenzustand kleiner als die mit den transversalen Anregungen verknu¨pfte
Energie, ⊥ = h¯ω⊥, ist [109]. Die maximale kinetische Energie eines Atoms im Bereich
der Knotenebene des Solitons ist in der Gro¨ßenordnung der Wechselwirkungsenergie bei
maximaler Dichte, s ≈ n0U0.
Detaillierte Rechnungen [109] ergeben eine Abha¨ngigkeit der maximalen Dichte, bei der
Solitonen dynamisch stabil sind, n0m, von dem Aspektverha¨ltnis des Fallenpotentials, ω⊥/ωz,
u¨ber einen Parameter γc ≡ γc(ω⊥/ωz):
n0m = γc
h¯ω⊥
U0
. (5.3)
3In homogenen Bose-Einstein Kondensaten entspricht die Landau-Geschwindigkeit der Bogolubov-
Schallgeschwindigkeit, vL = cs ≡
√
nU0/m. In langgestreckten zylindrischen Fallenpotentialen ist die kriti-
sche Geschwindigkeit um einen von der Geometrie des Systems abha¨ngigen Faktor herabgesetzt [26, 148].
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Fu¨r das im Experiment gegebene Aspektverha¨ltnis von ω⊥/ωz ≈ 30 ergibt sich nach den
Rechnungen aus [109] ein kritischer Parameter von γc ≈ 2.5. 4
In Kondensaten aus 87Rubidium und bei einer transversalen Fallenfrequenz von ω⊥ =
2π·425Hz sind dunkle Solitonen daher bis zu einer Teilchendichte von n = 2·1014 cm−3 dyna-
misch stabil. Da sich mit Zunahme der Solitonengeschwindigkeit u die mit einem einzelnen
Teilchen verbundene Energie verringert, sind bewegte dunkle Solitonen auch bei ho¨heren
Dichten noch dynamisch stabil [108, 24].
Somit ist der wesentliche Dissipationsmechanismus in den hier beschriebenen Experi-
menten die thermodynamische Instabilita¨t.
Abbildung 5.10: Relative Tiefe der dunklen Solitonen, (n0 − nmin)/n0, in Abha¨ngigkeit von der
Entwicklungszeit in der Magnetfalle, tev.
In den fu¨r die Auswertungen verwandten Daten betra¨g der Anteil der Atome, die sich in
der thermischen Wolke beﬁnden, (N −N0)/N < 15%. Damit betra¨gt die Temperatur etwa
T < 0.5 Tc ≈ 300 nK (siehe Gl. 2.10). Abb. 5.10 zeigt die Abha¨ngigkeit des Kontrastes der
Dichteminima dunkler Solitonen von der Entwicklungzeit. Das Soliton wurde hier durch eine
Phasenaufpra¨gung im Zentrum des Kondensats mit ∆Φ ≈ π erzeugt. Der Abfall des Kon-
trastes von etwa 40% auf etwa 25% innerhalb der ersten Millisekunde ist auf die Trennung
des dunklen Soliton von dem mit der Dichtewelle verbundenen Minimum (vgl. Abb. 4.10)
zuru¨ckzufu¨hren. In den darauﬀolgenden 8ms nimmt der Kontrast bis auf ∼ 10% ab und ist
ab tev ∼ 8ms nicht mehr vom Rauschen des Untergrunds zu trennen. Hiermit ergibt sich
eine Lebensdauer von τ ≈ 8ms bei einer Temperatur von T < 0.5 Tc.
4Mit sinkendem Aspektverha¨ltnis sinkt auch der kritische Parameter γc; in nahezu spha¨rischen Fallen,
wie in der Falle des Experiments am NIST [25], geht er gegen null, γc → 0, sodass beliebig schwache
Wechselwirkungen der Atome zum Zerfall der Solitonen fu¨hren [109].
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In Kondensaten mit sehr geringer Teilchenzahl, die durch eine RF-Verdampfungsku¨hlung
bis nahezu an das Fallenzentrum heran erzeugt wurden, sind auch nach Evolutionszeiten tev
von bis zu 40ms nach der Phasenaufpra¨gung noch deutliche Dichteminima zu erkennen. Dies
gibt einen Hinweis auf den bedeutenden Einﬂuss der thermodynamischen Dissipation auf die
Solitonenlebensdauer. Allerdings lassen sich Kondensate dieser Art in unserem derzeitigen
Aufbau aufgrund von Fluktuationen der Parameter der Magnetfalle und der Teilchenzahl
nicht stabil genug erzeugen, um systematische Messreihen der Temperaturabha¨ngigkeit der
Solitonenlebensdauer in Bereichen T  Tc durchzufu¨hren.
In Experimenten mit sehr stabil erzeugen, extrem tiefen Temperaturen bietet die
Messung der Solitonenlebensdauer im Vergleich mit theoretischen Vorhersagen eine neue
Mo¨glichkeit, die Temperatur der Ensembles zu bestimmen.
5.5 Wechselwirkung kollidierender Solitonen in Bose-
Einstein Kondensaten
Abbildung 5.11: Ergebnisse einer numerischen Simulation in 1D zur Kollision zweier Solitonen.
Aufgetragen ist die Dichteverteilung des zentralen Bereichs im Kondensat in z-Richtung u¨ber der
Evolutionszeit in der Falle in einer Helligkeitsskalierung (dunkle Grauwerte entsprechen niedriger
Dichte). Die hohe Diskretisierung der Zeitschritte ist ein Artefakt der Darstellung. Die Form der
Solitonen wird nach der Kollision rekonstruiert, d.h. die Solitonen verhalten sich im 1D Fall stabil
gegenu¨ber der Kollision.
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Zu den Eigenschaften von Solitonen za¨hlt ihre Stabilita¨t gegenu¨ber Kollisionen mit an-
deren Solitonen [84, 87]: Laufen zwei Solitonen mit einer jeweiligen charakteristischen Form
und Geschwindigkeit aufeinander zu, so rekonstruieren sich diese charakteristischen Eigen-
schaften nach der Kollision. Wa¨hrend des Kollisionspozesses ist eine Wechselwirkung der So-
litonen miteinander mo¨glich, diese geschieht je nach System attraktiv oder repulsiv. Wechsel-
wirkungen von Solitonen in Bose-Einstein Kondensaten in Regimes, die experimentell in ato-
maren Gasen zuga¨nglich sind, werden derzeit intensiv theoretisch untersucht [127, 122, 108].
In diesem Abschnitt werden Experimente zur Untersuchung der Wechselwirkung von
kollidierenden dunklen Solitonen in Bose-Einstein Kondensaten vorgestellt. Die Ergebnisse
der Messungen zeigen erste Hinweise auf eine repulsive Wechselwirkung bei der Kollision.
Abbildung 5.12: Schematische Darstellung des Experiments zur Untersuchung kollidierender
dunkler Solitonen. Mit einem Dipolpotential wird auf das in der Magnetfalle erzeugte Bose-Einstein
Kondensat (a) eine Phasenverteilung aufgepra¨gt, die zwei Gradienten in einer Entfernung von et-
wa 20µm besitzt (b). Wa¨hrend der Evolutionszeit in der Magnetfalle (c) entwickeln sich dunkle
Solitonen, die entgegengesetzt propagieren und im Zentrum des Kondensats kollidieren.
Abb. 5.11 zeigt Ergebnisse einer numerischen 1D Simulation der Kollision zweier Soli-
tonen. Die Solitonen wurden in dieser Simulation im Abstand von 20µm durch eine Pha-
senaufpra¨gung erzeugt. Sie propagieren ohne eine erkennbare A¨nderung der Geschwindig-
keit durcheinander hindurch und rekonstruieren ihre Form und Geschwindigkeit nach der
Kollision. Fu¨r geringere Solitonengeschwindigkeiten zeigen Simulationen repulsive Wechsel-
wirkungen der Solitonen, d.h. eine Verringerung der Solitonengeschwindigkeit wa¨hrend der
Kollision [106, 127].
Der schematische Ablauf der experimentellen Erzeugung entgegenlaufender Solitonen
ist in Abb. 5.12 wiedergegeben. Die Erzeugung der Solitonen erfolgt analog zur Erzeu-
gung einzelner Solitonen (siehe Kap. 5.1.3). Der einzige wesentliche Unterschied besteht
in der Geometrie des Lichtfeldes zur Phasenaufpra¨gung. Hier werden zwei scharfe Kanten
abgebildet, sodass nur der zentrale Bereich des Kondensats von einem homogenen Licht-
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Abbildung 5.13: Absorptionsaufnahmen der Kollision zweier Solitonen zu verschiedenen Entwick-
lungszeiten in der Magnetfalle und jeweils nach einer Expansionszeit von tTOF = 4ms in einer
Falschfarbendarstellung. (Die Aufnahmen sind um 90◦ gedreht.) (a) Fu¨r kurze Entwicklungszeiten
sind die Positionen, an denen die Solitonen erzeugt werden, zu erkennen. (b) Vier Dichteminima
entwickeln sich nach tev ≈ 2ms; die beiden inneren Minima propagieren jeweils entgegen dem auf-
gepra¨gten Phasengradienten (vergleiche Abb. 5.11). (c) Kollision der Solitonen; die Solitonen bilden
in der Absorptionsaufnahme ein gemeinsames, zentrales Minimum. (d, e) Ausgewa¨hlte Bilder des
Verhaltens nach der Kollision (siehe Text). (f) Nach langen Evolutionszeiten geht das Kondensat
durch thermodynamische Dissipationsprozesse in den Grundzustand u¨ber.
feld beleuchtet wird. Durch eine unterschiedliche Positionierung der beiden Kanten in der
Gegenstandsebene ko¨nnen unterschiedlich scharfe Abbildungen auf das Kondensat erzielt
werden und so Solitonen mit unterschiedlichen Geschwindigkeiten erzeugt werden. In den
hier beschriebenen Experimenten wurden die Kanten im Rahmen der Messgenauigkeit gleich
scharf abgebildet 5.
Erste Ergebnisse der experimentellen Untersuchung der Wechselwirkung dunkler Solito-
nen [81] sind in Abb. 5.13 und Abb. 5.14 dargestellt.
Abb. 5.13 zeigt Absorptionsaufnahmen aus einer typischen Messserie. Fu¨r kurze Ent-
wicklungszeiten, bis zum Zusammentreﬀen der Solitonen stimmt das Verhalten der Solitonen
genau mit den aus numerischen Simulationen ermittelten Verhalten u¨berein: An den Stel-
len der aufgepra¨gten Phasengradienten entwickeln sich zwei Solitonen (Abb. 5.13a,b), die
aufeinander zulaufen und sich im Zentrum des Kondensats treﬀen (Abb. 5.13c). In sa¨mt-
5Die Scharfstellung der Abbildung la¨sst sich durch die Minimierung der Solitonengeschwindigkeit opti-
mieren. Im Rahmen der Messgenauigkeit (≈ 20%) wurden mit entgegengesetzt gleichen Geschwindigkeiten
propagierende Solitonen erzeugt.
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Abbildung 5.14: Entwicklung zweier kollidierender Solitonen in der Magnetfalle. Aufgetragen sind
die Solitonenposition u¨ber der Entwicklungszeit tev Die unterschiedlichen Symbole dienen als guide-
for-the-eye. Die grauen Symbole deuten dabei den Wechselwirkungsbereich an, die unterschiedli-
chen schwarzen Symbole gehen von einer Kollision ohne Vorzeichenwechsel der Geschwindigkeit
der Solitonen aus (analog zu den Ergebnissen der numerischen 1D Simulationen, siehe Abb. 5.11).
lichen der durchgefu¨hrten etwa 30 Messreihen mit jeweils 30-80 Aufnahmen ﬁnden nach
dem Zusammentreﬀen der Solitonen große Fluktuationen in den Positionen der detektier-
ten Solitonen statt, wa¨hrend die Solitonen bis zum Zusammentreﬀen sehr reproduzierbar
mit konstanter Geschwindigkeit propagieren. Ausgewa¨hlte Aufnahmen sind in 5.13d,e) ab-
gebildet; Abb. 5.14 zeigt die Positionen der detektierten Solitonen in Abha¨ngigkeit von
der Evolutionszeit und verdeutlicht die Streuung der Messwerte ab dem Zusammentreﬀen
der Solitonen. Nach la¨ngeren Evolutionszeiten gelangt das Bose-Einstein Kondensat durch
dissipative Prozesse wieder in den Grundzustand (Abb. 5.13f), vergleiche Kap. 5.4).
Eine mo¨gliche Erkla¨rung fu¨r dieses Verhalten liegt darin begru¨ndet, dass die erwartete
repulsive Wechselwirkung der Solitonen zu einer kurzzeitigen Verlangsamung der Solitonen
fu¨hrt [127] und dass die thermodynamischen und dynamischen Dissipationsprozesse sich bei
langsameren Solitonen wesentlich sta¨rker auswirken (siehe Kap. 4.2.2). Dies ko¨nnte zu einer
wesentlich ho¨heren Abha¨ngigkeit der Dynamik der kollidierenden Solitonen von Schwankun-
gen des Experiments (z.B. der Temperatur) fu¨hren als bei einzelnen Solitonen.
Der Einﬂuss dissipativer Eﬀekte kann stark unterdru¨ckt werden, indem die Versuche
an in quasi-eindimensionalen Wellenleitern gefu¨hrten Kondensaten durchgefu¨hrt werden.
In diesem Fall la¨sst sich erwarten, dass die thermodynamische Dissipation von Solitonen
stark unterdru¨ckt ist, da in dem in radialer Richtung ra¨umlich stark begrenzten Potential
kaum Atome der thermischen Wolke gehalten werden ko¨nnen. Zudem ist in den Wellenlei-
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tern ein axialer Einschluss mit einem Abstand der Energieniveaus, der wesentlich gro¨ßer
als das chemische Potential des Kondensats ist (quasi 1D), mo¨glich. In diesen Potentialen
ist die dynamische Dissipation auch fu¨r verschwindende Solitonengeschwindigkeit, u → 0,
unterdru¨ckt [109, 104].
Zur Zeit beﬁnden sich im Hannoveraner BEC-Projekt Experimente zum adiabatischen
Umladen der Kondensate in ro¨hrenfo¨rmige Lichtfelder (TEM∗01-Moden), die einen quasi 1D
Einschluss ermo¨glichen, im Aufbau [62].
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Kapitel 6
Experimente zur Atomoptik mit
Bose-Einstein Kondensaten
Wichtige Anwendungenen von Bose-Einstein Kondensaten liegen in deren Ausnutzung als
monochromatische Quelle fu¨r die Atomlitographie und als Quelle koha¨renter Materiewel-
len fu¨r die Atominterferometrie [149]. Hierfu¨r ist die Entwicklung geeigneter, koha¨renz-
erhaltender atomoptischer Elemente notwendig.
Schon seit es um 1985 durch die Erfolge der Laserku¨hlung mo¨glich geworden ist, atomare
Ensembles zu produzieren, die so kalt sind, dass der Wellencharakter der Atome hervortritt,
werden koha¨renzerhaltende atomoptische Elemente intensiv untersucht. Zu den realisier-
ten Elementen za¨hlen in Analogie zur Optik Spiegel, Wellenleiter, Resonatoren, Strahlteiler
und Hologramme (fu¨r einen U¨berblick siehe z.B. [150, 151]). Bis zur Realisierung der Bose-
Einstein Kondensation konnten diese Elemente nur zur Manipulation inkoha¨renter Ensem-
bles genutzt werden und in einem Dichteregime, in dem interatomare Wechselwirkungseﬀek-
te zu vernachla¨ssigen waren, untersucht werden. Nun gilt es, neue atomoptische Elemente
zu entwickeln, die in BEC-Experimenten einsetzbar sind und neuen Interferometerkonzep-
ten fu¨r Bose-Einstein Kondensate genu¨gen. Beim Einsatz von Bose-Einstein Kondensaten
als Quelle der atomoptischen Experimente ist vor allem der Einﬂuss der Wechselwirkungen
zu beru¨cksichtigen und die Entwicklung der Phase der makroskopischen Wellenfunktion zu
untersuchen.
Ein Gedankenexperiment eines Atominterferometers fu¨r Bose-Einstein Kondensate ist in
Abb. 6.1 dargestellt und soll die Problemstellung verdeutlichen. Hier werden auf Dipolpoten-
tialen basierende Spiegel, Strahlteiler und Phasenschieber sowie die Schwerkraft ausgenutzt,
um ein BEC koha¨rent aufzuspalten, zu reﬂektieren, die Phase in einem Interferometerarm
zu manipulieren und um die beiden Teilstrahlenga¨nge wieder zur U¨berlagerung zu bringen.
Der Strahlteiler wirkt hier nicht u¨ber den Tunneleﬀekt sondern teilt eine einfallende Wel-
lenfunktion gema¨ß ihrem Impulsspektrum: hohe Impulskomponenten werden transmittiert,
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Abbildung 6.1: Schematische Darstellung eines Interferometers fu¨r Bose-Einstein Kondensate. Die
einzelnen Elemente Spiegel, Strahlteiler und Phasenschieber ko¨nnen durch die Dipolpotentiale frei
propagierender Laserstrahlen realisiert werden.
niedrige reﬂektiert. Die Wellenfunktionen, die frei fallende Bose-Einstein Kondensate be-
schreiben, besitzen aufgrund der in kinetische Energie umgesetzten Wechselwirkungsenergie
ein hohes Impulsspektrum; sie lassen sich durch geeignete Wahl der Parameter des Strahl-
teilers koha¨rent in zwei gleich stark besetzte Teilwellenpakete aufspalten. Die anschließende
U¨berlagerung fu¨hrt zur Materiewelleninterferenz. Im Gegensatz hierzu lassen sich einzelne
Atome einer thermischen Quelle mit einem hohen atomaren Fluss nach dem heutigen Stand
der Technik praktisch nicht in Zusta¨nden mit einem a¨hnlich hohen Impulsspektrum pra¨pa-
rieren; wird aber eine thermische Quelle mit einem hohen Impulsspektrum der emittierten
Atome verwendet, sodass einzelne Atome je nach ihrem Impuls reﬂektiert oder transmittiert
werden, so sind keine Interferenzen zu erwarten.
Im Rahmen dieser Arbeit und in Zusammenarbeit mit [31] wurden verschiedene auf Di-
polpotentialen basierende atomoptische Elemente entwickelt und erstmals an Bose-Einstein
Kondensaten eingesetzt und charakterisiert. Neben der holographischen Methode der Pha-
senaufpra¨gung (Kap. 4, 5) wurden Experimente mit Linsen, Spiegeln [9], Strahlteilern und
Wellenleitern [32, 81] durchgefu¨hrt.
Die folgenden Abschnitte fassen die Ergebnisse kurz zusammen.
6.1 Atomoptische Linsen
Linsen sind wichtige atomoptische Elemente, die u.a. in der Atomlithographie ein hohes
Anwendungspotential besitzen. Zur Fokussierung oder Abbildung neutraler Atome ko¨nnen
unterschiedliche Eﬀekte ausgenutzt werden, unter anderem die Wechselwirkungen der Atome
87
Abbildung 6.2: Prinzip einer auf Dipolpotentialen basierenden Zylinderlinse fu¨r Atome. (a) Zwei
weit blau verstimmte Gaußsche Laserstrahlen werden unterhalb eines BEC eingestrahlt. (b) Das
resultierende fokussierende Potential mit einem Minimum zwischen den beiden Strahlen; die ge-
strichelten Kurven deuten A¨quipotentialﬂa¨chen an.
mit magnetischen Feldern, Zonenplatten, Lichtkra¨ften (fu¨r einen U¨berblick siehe [150]) und
elektrischen Feldern [152].
Im hier beschriebenen Experiment wurde eine Zylinderlinse mit Hilfe des Dipolpotentials
eines weit blau verstimmten Lichtfelds realisiert. Abb. 6.2 zeigt den schematischen Aufbau:
Zwei Laserstrahlen der Wellenla¨nge λ = 532 nm mit einer Strahltaille von w ≈ 30µm
(1/e-Abfall der Intensita¨t) und einem horizontalen Abstand von 90µm werden ca. 110µm
unterhalb des Bose-Einstein Kondensats eingestrahlt. Das Dipolpotential im Intensita¨tsma-
ximum der Strahlen la¨sst sich u¨ber die maximale Fallho¨he, aus der Atome reﬂektiert werden,
direkt messen und betra¨gt Udp ≈ 2.5 · 10−28 J. Der resultierende Verlauf des Dipolpotentials
la¨sst sich im zentralen Bereich zwischen den Strahlen harmonisch na¨hern. In einem harmo-
nischen Potential wa¨chst die (fokussierende) Dipolkraft linear mit dem Abstand von der
Symmetrieachse (
”
optischen Achse“). Daher lassen sich kollimierte Strahlen in harmoni-
schen Potentialen ideal fokussieren. Materiewellen, die eine Linse mit einem harmonisches
Potential durchlaufen, lassen sich prinzipiell auf eine Fleckgro¨ße von
w ≈ 2fλdB
D
, (6.1)
fokussieren [150], mit der Brennweite der Linse, f , und dem ausgeleuchteten Durchmesser der
Linse, D. Mit der in 120µm freiem Fall erlangten kinetischen Energie der Rb-Atome ergibt
sich eine de Broglie Wellenla¨nge von λdB = 2πh¯/
√
2mEkin ≈ 0.1µm. Fu¨r ein stark fokussie-
rendes Potential lassen sich also Fleckgro¨ßen weit unterhalb der optischen Auﬂo¨sungsgrenze
erreichen.
Verschiedene Eﬀekte begrenzen die im Experiment erreichbare minimale Fleckgro¨ße:
1. Die Geschwindigkeitskomponenten der einfallenden Welle werden unterschiedlich lange
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Abbildung 6.3: (a): Bose-Einstein Kondensate beim Durchgang durch eine mit Dipolpotentialen
realisierte Zylinderlinse. (b), (c): Schnitte durch die Absorptionsaufnahmen; (b) unfokussiert und
(c) im Fokus.
dem fokussierenden Potential ausgesetzt und so mit unterschiedlichen Brennweiten fokus-
siert (chromatische Aberration). Dieser Eﬀekt ist fu¨r atomare Ensembles mit einer relativen
Geschwindigkeitsbreite ∆v/v  2fλdB/D2 zu vernachla¨ssigen [150]. In dem betrachteten
Regime betra¨gt die Geschwindigkeitsbreite des Kondensats ∆v/v ≈ 4mms /50mms ; die chro-
matische Aberration ist hier fu¨r Brennweiten im Bereich von f = O(D) zu vernachla¨ssigen.
2. Die harmonische Na¨herung gilt nur im achsnahen Bereich. Erstreckt sich die zu fokus-
sierende Materiewelle in ho¨here Bereiche der Gaußschen Potentiale, so treten Aberrationen
a¨hnlich der spha¨rischen Aberration in der Optik auf.
3. Die Gradienten des Dipolpotentials in der Fallrichtung sorgen fu¨r eine zusa¨tzliche Ab-
erration achsferner Anteile der Materiewelle, da sie die Durchﬂugzeit durch das Potential
unterschiedlich beeinﬂussen.
4. Wechselwirkungseﬀekte der Atome spielen bei der Fokussierung mit Zylinderlinsen eine
untergeordnete Rolle, da die Atomwolke in der freien Dimension weiter expandieren kann.
Bei der Fokussierung eines BEC in mehreren Dimensionen, z.B. durch die Kombination
zweier Zylinderlinsen, ist die Fleckgro¨ße zusa¨tzlich durch die maximal erreichbare Wechsel-
wirkungsenergie, die die Gesamtenergie des Systems nicht u¨berschreiten kann, begrenzt.
Abbildung 6.3 zeigt Absorptionsaufnahmen von Bose-Einstein Kondensaten, die von der
oben beschriebenen Zylinderlinse fokussiert werden. Zur Verdeutlichung der Fokussierung
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wurden hier Bilder von Kondensaten zu unterschiedlichen Zeiten wa¨hrend der Wechselwir-
kung mit der Linse zusammengefu¨gt. Die Halbwertsbreite der atomaren Verteilung wird hier
von etwa 95µm auf 14µm reduziert 1. Dieser Wert ist deutlich ho¨her als die nach Gl. 6.1 zu
erwartende Fleckgro¨ße im sub-µm-Bereich. Die chromatische Aberration und Wechselwir-
kungseﬀekte sind hier auszuschließen. Die Gru¨nde fu¨r die beschra¨nkte Fokussierung liegen
in den Aberrationseﬀekten achsferner Strahlen.
Eine interessante Perspektive fu¨r die Fokussierung von Bose-Einstein Kondensaten ist
die Erho¨hung der atomaren Dichte, die durch eine Umsetzung der im freien Fall erlangten
kinetischen Energie in Wechselwirkungsenergie erreicht werden kann. Dies ist mo¨glich, in-
dem die Eﬀekte der Aberration achsferner Strahlen durch Linsensysteme mit angepasstem
Potentialverlauf korrigiert werden.
6.2 Fokussierung eines Atomlaserstrahles
Die im vorangegangenen Abschnitt beschriebene Zylinderlinse wurde auch benutzt, um die
ausgekoppelten Atome eines Atomlasers (siehe Kap. 2.2.6) zu fokussieren. Da der ausge-
koppelte Atomstrahl einen geringeren Teil der Linse ausleuchtet, ko¨nnen die Eﬀekte der
Aberration achsferner Strahlen hier sta¨rker unterdru¨ckt werden. Außerdem ist es mo¨glich,
mit der Auskopplung in atomare Zusta¨nde unterschiedlicher mF -Quantenzahlen monochro-
matische Atomstrahlen verschiedener Geschwindigkeiten herzustellen. Hiermit wurde die
chromatische Aberration der Linse untersucht.
Abb. 6.4 gibt die Absorptionsaufnahme eines quasi-kontinuierlichen Atomlasers, der von
einer Linse fokussiert wird, wieder. Die Intensita¨t des auskoppelnden RF-Feldes wurde so
hoch gewa¨hlt, dass sowohl die atomare |mF = 0〉-Komponente als auch auch die |mF = −1〉-
Komponente mit einer hohen Anzahl von Atomen besetzt waren. Die Parameter der fokus-
sierenden Zylinderlinse entsprechenen den Parametern aus Abschnitt 6.1. Die Aufnahme ist
durch Mittelung von sechs Einzelaufnahmen mit 2ms, 2.3ms und 2.7ms Auskoppelzeit aus
dem Kondensat entstanden.
Die unterschiedlich langen Wechselwirkungszeiten der beiden Komponenten des Atom-
lasers mit dem Potential der Linse fu¨hren dazu, dass diese an unterschiedlichen Stellen
fokussiert werden. In Abb. 6.5 sind Messwerte der Halbwertsbreiten der beiden Komponen-
ten in Abha¨ngigkeit von der Position im Atomlaserstrahl angegeben. Wa¨hrend der Fokus der
(langsameren) |mF = 0〉-Komponente im Bereich hohen Linsenpotentials liegt (”im Nah-
feld“, Abb. 6.5 a), wird die |mF = −1〉-Komponente erst etwa 200µm nach Durchgang durch
1Die hier gemessene Breite der atomaren Verteilung ist noch nicht durch das Auﬂo¨severmo¨gen des De-
tektionssystems, (10± 2)µm, begrenzt (vergleiche Kap. 6.2).
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Abbildung 6.4: Fokussierung eines Atomlaserstrahls. Durch Auskopplung aus dem BEC mit einem
RF-Feld werden die Zusta¨nde |mF = 0〉 und |mF = −1〉 besetzt. Der Anteil |mF = 0〉-Anteil fa¨llt
im Gravitationsfeld, der |mF = −1〉-Anteil wird zusa¨tzlich durch das inhomogene Magnetfeld
beschleunigt. Die beiden Komponenten werden von der atomoptischen Linse an unterschiedlichen
Positionen fokussiert (chromatische Aberration). Dieses Absorptionsbild zeigt das System nach
2-3ms kontinuierlicher Auskopplung und 1ms zusa¨tzlicher Expansion.
die Linse fokussiert (
”
im Fernfeld“, Abb. 6.5 b). Da die |mF = −1〉-Komponente bei der
Wechselwirkung mit der Linse eine ho¨here Geschwindigkeit besitzt, sind fu¨r sie auch die Ef-
fekte der Aberration achsferner Strahlen durch Dipolpotential-Gradienten in Strahlrichtung
wesentlich herabgesetzt. Die minimale gemessene Halbwertsbreite betra¨gt hier (10± 2)µm
und ist durch das Auﬂo¨sungsvermo¨gen des Detektionssystems begrenzt.
Zum Vergleich der chromatischen Aberration der Linse mit der Theorie wurde
die Schro¨dinger-Gleichung fu¨r die Parameter des Experiments numerisch in 1D gelo¨st
(Abb. 6.5 c,d). Zur Simulation der Wechselwirkung der |mF = −1〉-Komponente mit dem
Dipolpotential wurde die Propagation durch das Potential als konstant beschleunigte Bewe-
gung angenommen. Die Brennweiten der Komponenten liegen hier bei f(mF = 0) = 25µm
und f(mF = −1) = 200µm, in qualitativer U¨bereinstimmung mit den experimentellen
Werten von f(mF = 0) = 10
+10
−5 µm und f(mF = −1) = 250+100−50 µm.
Eﬀekte der Aberration achsferner Strahlen durch die Potentialgradienten in x-Richtung
werden in der Simulation nicht beru¨cksichtigt; deshalb wird in den Simulationen die atomare
Verteilung auch der |mF = 0〉-Komponente bis in den sub-µm Bereich fokussiert, wa¨hrend
die Fleckgro¨ße dieser Komponente in den Messungen deutlich u¨ber der Auﬂo¨sungsgrenze des
Detektionssystems liegt. Um ein Linsensystem fu¨r die Erzeugung minimaler Fleckgro¨ßen zu
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Abbildung 6.5: Vergleich experimenteller Resultate zur chromatischen Aberration einer Linse
fu¨r einen Atomlaser mit numerischen Simulationen. (a, b): Halbwertsbreiten der Atomlaserstrah-
len wa¨hrend der Fokussierung. (c, d): Dichteproﬁle der Wellenfunktionen in Simulationen der
Schro¨dinger-Gleichung fu¨r die experimentellen Parameter der Fokussierung der |mF = 0〉- und
der |mF = −1〉-Komponente eines Atomlasers.
entwerfen, sind somit numerische Simulationen in mehreren Dimensionen notwendig.
Die hier erstmalig an Atomlasern demonstrierten, auf blauverstimmten Dipolpotentia-
len basierenden atomoptischen Linsen stellen ein Manipulationselement dar, mit dem sich
Atomlaserstrahlen auf extrem kleine Fleckgro¨ßen fokussieren lassen. U¨ber die Parameter der
Linsen lassen sich ihre abbildenden Eigenschaften sehr ﬂexibel a¨ndern. Beispiele fu¨r ihren
Einsatz sind ein angepasstes Laden des Atomlaserstrahls in eine 1D-Wellenleiter-Geometrie
und neue Litographieverfahren fu¨r die Nanotechnologie.
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6.3 Atomoptische Spiegel, Strahlteiler und Wellen-
leiter
Weitere im Rahmen dieser Arbeit und in Zusammenarbeit mit [31] entwickelte und auf
Dipolpotentialen beruhende atomoptische Elemente zur Manipulation von Bose-Einstein
Kondensaten sind Spiegel, Strahlteiler und Wellenleiter. Sie wurden im Rahmen des Han-
noveraner BEC-Projektes erstmalig an Bose-Einstein Kondensaten eingesetzt. Eingehende
Diskussionen ﬁnden sich in [31, 62, 63, 56] und in mehreren Vero¨ﬀentlichungen [9, 32, 81],
von denen eine [32] im folgenden Anhang zu diesem Kapitel abgedruckt wird.
Dieser in (6.3.1) abgedruckte Artikel [32] diskutiert Anwendungen von Bose-Einstein
Kondensaten als Quellen verschiedener atomoptischer Experimente; er ist wie folgt struk-
turiert:
Das erste Kapitel liefert eine Einleitung in optische Dipolpotentiale. Im darauf folgenden
Kapitel wird die Evolution von Bose-Einstein Kondensaten untersucht, die im Schwerefeld
fallen und an einem atomoptischen Spiegel, der durch ein weitverstimmtes Lichtfeld realisiert
wird, reﬂektiert werden. Nach der Reﬂexion entwickeln sich im Dichteproﬁl der atomaren
Wolke Strukturen, die von der Fallho¨he, der Intensita¨t des Lichtfeldes sowie von der Wech-
selwirkungsenergie im Kondensat abha¨ngen. Experimentelle Resultate hierzu werden mit
Simulationen der Gross-Pitaevskii Gleichung verglichen. Weiterhin erlaubt es der Vergleich
mit dem Verhalten einer reﬂektierten thermischen Wolke, quantenmechanische Eﬀekte bei
der Reﬂexion von Kondensaten zu identiﬁzieren.
Im darauf folgenden Kapitel werden Experimente zum Umladen von Bose-Einstein Kon-
densaten in atomare de Broglie-Wellenleiter vorgestellt. Diese Wellenleiter werden durch das
Dipolpotential von Laguerre-Gaußschen Lichtfeldern realisiert. Ein Transport der atomaren
Ensembles in den Wellenleiterstrukturen wurde realisiert. Anwendungen von atomaren Wel-
lenleitern werden diskutiert.
Das letzte Kapitel dieser Vero¨ﬀentlichung beschreibt Simulationen zur Erzeugung von
Vortices in Bose-Einstein Kondensaten mit Hilfe der Phasenaufpra¨gungsmethode und die
ersten experimentellen Ergebnisse zur Erzeugung von dunklen Solitonen mit dieser Methode.
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6.3.1 Anhang zu Kapitel 6
Chapter 1
ATOM OPTICS
WITH BOSE-EINSTEIN CONDENSATES
S. Burger, K. Bongs, K. Sengstock, and W. Ertmer
Institut fu¨r Quantenoptik, Universita¨t Hannover,
30167 Hannover, Germany
1. INTRODUCTION
The purpose of this lecture is to give an insight into coherent atom
optics by discussing recent experiments using Bose-Einstein condensates
in atom optical experiments.
Since the ﬁrst experimental realization of Bose-Einstein condensation
(BEC) in weakly interacting atomic systems 1, 2, 3, 4, many fundamen-
tal experiments with BEC’s have been performed 5, 6. One of the most
interesting future prospects for Bose-Einstein condensates is their appli-
cation as a source of coherent matter waves 7, 8, 9, 10, e.g., in atom optics
and atom interferometry. This oﬀers a signiﬁcant advance similar to the
introduction of lasers in light optics.
The application of coherent matter waves in phase sensitive experi-
ments, like interferometers, demands for the understanding of their evo-
lution when being manipulated by atom optical elements like mirrors
and beamsplitters. The dynamics of coherent matter waves during and
after the interaction with these elements is in comparison to single-atom
optics much more complex and may easily lead to ‘non-linear atom op-
tics’, e.g., to four wave mixing 11.
In the ﬁrst part of this lecture we will focus on the design of typical
atom optical elements. One of the key elements are atom mirrors 12
which we have applied to Bose-Einstein condensates 13. Another very
important element for future applications are atom waveguides 14. They
may be used to conﬁne the motion of Bose-Einstein condensates or the
output of an atom laser to one dimension. In addition, they allow for new
interferometric geometries by holding the condensate against gravity.
Together with atom mirrors they can be used as resonators for atomic
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2de Broglie waves. In combination with partially transmitting mirrors
this would be the reservoir of a directed atom laser. Finally, waveguides
could even be used to explore superﬂuid behaviour of BEC’s. We will
discuss these aspects in the fourth part.
Atom mirrors and waveguides are ’classical’ elements in the sense that
they are represented by a conservative potential directly inﬂuencing the
density distribution of the atomic ensemble. Recently, holographic meth-
ods which only have an eﬀect on the phase of an atom or the collective
phase of a BEC have been developed 15. Imprinting a spatially varying
phase on Bose-Einstein condensates is a powerful tool of atom holo-
graphy. This technique and its application in converting ground state
Bose-Einstein condensates to excited states like vortex or soliton states
will be discussed in the last part of the lecture.
2. DIPOLE POTENTIALS
Due to the interaction between an atom and a far detuned light ﬁeld
(described by the ac Stark shift), atoms are either attracted or repelled
from regions of high intensity depending on the sign of the detuning of
the light. The coherent manipulation of atomic motion by these dipole
forces is widely used in atom optics 16.
In ﬁrst order approximation, the potential energy corresponding to
the dipole force acting on an atom in a far detuned light ﬁeld is given
by
U(r) =
h¯Ω2(r)
4δc
. (1.1)
Here, Ω(r) is the Rabi frequency , and δc = ωl − ω0 is the detuning of
the light ﬁeld, where ωl is the laser frequency, and ω0 is the frequency
of the relevant atomic transition.
For a large laser detuning, spontaneous processes can often be ne-
glected. This allows for a coherent manipulation of the atomic motion.
For a dipole potential, then acting as a coherent atom optical element,
the appropriate laser frequency has to be chosen. As can be seen from
eqn.1.1, blue detuned light (ωl  ω0) repels the atoms whereas red
detuned light (ωl  ω0) attracts the atoms to regions of high laser
intensity. Thus it is possible to trap or guide atoms in appropriate ge-
ometries of dipole potentials. Compared to red detuned light potentials,
blue detuned light potentials have the advantage of conﬁning the atoms
in a region of low laser intensity, thereby light scattering which leads to
decoherence is suppressed more.
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In the subsequent sections we describe experiments in which optical
dipole potentials are created by blue detuned, far oﬀ-resonant laser light.
3. MIRRORS FOR BEC
Here we discuss experiments demonstrating the bouncing of atomic
BEC’s oﬀ a mirror formed by a repulsive dipole potential. Condensates
released from a magnetic trap fall under the inﬂuence of gravity and
interact with a blue-detuned far-oﬀ-resonant “sheet” of light.
In the experimental setup 17, condensates typically containing 105
87Rb atoms in the (F=2, mF=+2)-state are produced every 20s. Less
than 10 % of the atoms of the cloud are in the non-condensate frac-
tion, this corresponds to a temperature range of  200 nK. The fun-
damental frequencies of the magnetic trap (a ‘cloverleaf’ trap 18) are
ω|| = 2π × 17Hz and ω⊥ = 2π × 340Hz along the axial and radial direc-
tions, respectively. Therefore, the condensates are pencil-shaped with
the long axis (length ≈ 100µm) oriented horizontally. The trap can be
switched oﬀ within 200µs, and – after a variable time delay – the den-
sity distribution of the atomic sample can be detected using absorption
imaging, dark ﬁeld imaging, or phase-contrast imaging. The 2D-image
plane contains the weak trap axis as well as the strong trap axis along
the direction of gravity.
Figure 1.1 (a) Series of dark-ﬁeld images for BEC’s of 87Rb bouncing oﬀ a light
sheet 270 µm below the magnetic trap. Each image was taken with a new condensate
and with an additional time delay of 2ms. The density of the condensate during the
ﬁrst few ms of expansion causes a phaseshift in the detection light of more than 2π,
which explains the dark area in the middle of the ﬁrst two images. (b) A thermal
cloud bouncing oﬀ a light sheet placed 230µm below the magnetic trap splits into two
parts.
The atom mirror is created by a Gaussian laser beam from a fre-
quency doubled Nd:Vanadate laser (λ = 532nm), focused to a waist of
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4about 10 µm and spatially modulated with an acousto–optic deﬂector
in the horizontal plane. The modulation period of typically 10 µs is
much shorter than the time the atoms are spending inside the dipole
potential. For the atoms this results in a time-averaged static dipole
potential. In contrast to magnetic mirrors or evanescent wave mirrors,
changing the modulation waveform gives the ﬂexibility to externally de-
ﬁne the intensity proﬁle. For the experiments presented here, a ﬂat light
sheet oriented nearly perpendicular to the direction of gravity is used.
The time-averaged beam proﬁle has a spatial extent of  200µm in the
horizontal direction. The interaction of the atoms with the light ﬁeld is
dominated by the 780nm and 795nm dipole transitions, leading to a re-
pulsive potential barrier with a detuning large enough that spontaneous
emission becomes negligible. Ultra cold atomic clouds dropped from a
height of up to 300 µm can thus totally be reﬂected.
Figure 1.2 Cross sections of images of a bouncing BEC (a) and a bouncing thermal
cloud (b). Graph (a) corresponds frame 9 of Fig.1.1(a). Graph (b) is a cross section
of the last frame in Fig.1.1(b).
In the experiments described here, the clouds were reﬂected oﬀ the
mirror up to three times before they laterally move out of the ﬁeld of
view due to a slight slope in the orientation of the light sheet. The
behaviour of the reﬂected atomic samples can be modiﬁed by changing
the drop height, as well as the power and waist of the light sheet. This
allows for the observation of two regimes in the wave packet dynamics:
the dispersive reﬂection oﬀ weak dipole potentials (‘soft’ mirror) and
the nearly non-dispersive reﬂection oﬀ strong dipole potentials (‘hard’
mirror).
Fig. 1.1(a) shows a time-of-ﬂight series of Bose-Einstein condensates
bouncing oﬀ a soft mirror. Each frame is recorded with a diﬀerent con-
densate, created under identical experimental conditions. The light sheet
is positioned 270µm below the magnetic trap and shows up as the sharp
lower edge in the fourth frame. The high kinetic energy accumulated
before hitting the atom mirror causes the atomic cloud to penetrate
deep into the dipole potential before being reﬂected. The corresponding
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Figure 1.3 Absorption images of BEC’s after 10 ms time-of-ﬂight and after interac-
tion with the dipole potential of a light sheet placed about 200µm below the magnetic
trap. For diﬀerent potential heights the light sheet acts as phase shifter, delaying the
atoms (0W. . . 3W), as dispersive beam splitter (3.5W, 3.6W), or as atom mirror (4W,
5.5W).
classical turning point is situated close to the maximum of the Gaussian
intensity proﬁle, in a region with a weak gradient of the repulsive po-
tential. Further increasing the drop height or reducing the laser power
results in a partial transmission through the mirror.
As the condensate reapproaches the initial altitude, it develops self
interference structures (frames 6 to 11 in Fig.1.1(a) and Fig.1.2(a)) which
do not occur for temperatures above the critical temperature for BEC,
Tc. The selﬁnterference structures prove the persistence of matter-wave
coherence for BEC’s reﬂected oﬀ the dipole potential atom mirror 13.
In another set of measurements, a nearly non-dispersive mirror for
Bose-Einstein condensates was created by placing an intense light sheet
closer to the magnetic trap (155µm drop height). This resembles reﬂec-
tion oﬀ an inﬁnite potential step. Close to the upper turning point, the
atom cloud is refocussed to a narrow distribution along the direction
of gravity, and develops into a double-peak structure shortly after the
upper turning point. No interference structures such as those presented
in Fig.1.1(a) are observed here.
In order to compare the bouncing of condensates to single atom op-
tical eﬀects, bouncing experiments with atom clouds cooled to a tem-
perature just above the critical temperature, Tc, have been performed.
Surprisingly, thermal clouds of ultra cold atoms also reveal splitting af-
ter reﬂection oﬀ a hard atom mirror. Typically, this splitting is more
pronounced than the double peaked structure for BEC’s (see Fig.1.1(b)
and 1.2(b)).
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6From simulations of the classical Liouville equation for the ﬂow of
density in phase space it can be seen that, indeed, classical dynamics
leads to splitting of the cloud right after passing through the upper
turning point.
To understand how the interference structures in bouncing BEC’s
arise, numerical simulations of the Gross-Pitaevskii equation have been
performed to mimic the experimental behaviour of the condensate. The
trapped condensate has a radial width of ∆z ∼ few µm. The velocity
spread is thus of order ∆v  h¯/M∆z  10−1µm/ms, with atom mass
M . A classical cloud with such parameters does not show any splitting
or speciﬁc structure. Similarly, the wave packet of a single atom evolv-
ing according to the linear Schro¨dinger equation does not split. In the
condensate, however, the potential energy of the atom-atom interaction
is transferred into kinetic energy within few ms of ballistic expansion,
allowing thus for the splitting.
As an important result from the simulations, splitting and selﬁnter-
ference structures of the condensate are very sensitive to the value of
the initial mean ﬁeld energy – therefore, its appearance allows to esti-
mate the number of atoms in the condensate fraction. For the value of
the nonlinear coupling given above, splitting is observed only for atom
numbers N≥ 5× 104. This is in good agreement with the experimental
results, as the splitting vanished for smaller condensates.
In agreement with the experimental results described above, the nu-
merical results also show additional structures before and after the up-
per turning point when a soft mirror is placed 270µm below the trap
(Fig.1.4). Evidently, when the initial gravitational energy is comparable
to the mirror height, the softness of the mirror causes velocity depen-
dent dispersion for the reﬂected matter waves, leading to interferences
and density modulation.
The interference structure can be explained by the fact that the split-
ted parts of the wave packet overlap in the central region, where the
particles have positions and velocities very close to the mean (∆v ∼
0.5mm/s, which corresponds to a fringe separation of h/M∆v ∼ 10µm,
as observed). Each of the two parts has a diﬀerent spatial phase de-
pendence, and interference is observed. This eﬀect is enhanced for soft
mirrors. Indeed, the analysis indicates that in the quantum regime split-
ting cannot be regarded as a purely classical eﬀect.
The numerical results agree well with the experimental observations
and clearly explain the appearance of the diﬀerent splitting behaviour
for non-condensed samples and BEC’s as well as the self-interference
stucture for bouncing oﬀ a ‘soft’ mirror.
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The observation of splitting and of interference can be used to charac-
terize and determine mirror properties such as roughness and steepness,
and coherence properties of the condensate.
In addition to creating an atom mirror with reﬂectivity close to unity,
partially reﬂecting mirrors and a phase shifter can be created by reducing
the intensity of the light sheet. Then, the optical potential delays the
atoms but does not cause reﬂection (see Fig.1.3).
These elements can in the future be applied to develop atom interfero-
meters for Bose-Einstein condensates. The observed coherent splitting
itself may also be applied to realize an atom interferometer in a pulsed
scheme, e.g., by the application of additional light ﬁelds acting as mir-
rors and phase shifters for the individual partial waves. Furthermore,
mirrors based on optical potentials can serve as detection scheme for
matter wave coherence, i.e., the onset of BEC or the output properties
of an atom laser. They may even be used to systematically characterize
the coherence properties of these sources, or of coherent matter waves
being manipulated by other techniques.
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Figure 1.4 Numerical results showing the time evolution of the condensate corre-
sponding to the parameters of Fig.1.1 The ‘soft’ mirror is situated 270 microns below
the magnetic trap, the number of atoms is N= 8 × 104. (with friendly permission
from A. Sanpera.)
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84. LOADING BEC’S INTO A DE BROGLIE
WAVEGUIDE
Guiding of atoms has been demonstrated in the last years in exper-
iments using hollow ﬁber-guides 19, 20, 21, 22 or freely propagating light
beams 23, 24. In these experiments, however, the temperature ranges
have been orders of magnitude higher than the temperatures achievable
in a BEC experiment. With an ultracold atom cloud slowly moving in
a waveguide the population of the lowest transverse modes of the wave-
guide becomes feasible.
This section deals with the loading of a Bose-Einstein condensate to
a linear waveguide formed by a far oﬀ resonant, hollow laserbeam. Due
to the repulsive dipole force of the beam the atomic ensemble could be
conﬁned to the low intensity region with a loading rate of up to 100%.
Trapping times are so far mainly limited by the longitudinal movement
inside the waveguide. Heating eﬀects within the waveguide have been
observed.
We use a Laguerre-Gaussian beam of ﬁfth order, LG05(‘donut-mode’
of 5th order), to hold and guide the atoms loaded from Bose-Einstein
condensates. The donut beam is generated from a TEM00 mode by a
blazed mode converting hologram 25. The intensity distribution in the
donut mode, I(r), is given by
I(r) =
8Pr10
15πr120
exp
−2 r2
r2
0 , (1.2)
with the laser power, P , and the radial parameter of the LG05 beam, r0.
After transmission through the hologram, the laser beam is expanded
by a telescope, and ﬁnally focused to a size of r0 = 12µm (see Fig.1.5).
Figure 1.5 Experimental setup: the light from a frequency doubled Nd:Vanadate
laser passes an acousto-optical modulator, is converted to a Laguerre-Gaussian beam,
and is directed to the magnetically trapped BEC inside a UHV glass cell.
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Figure 1.6 Atoms from a BEC loaded to a donut mode waveguide and sliding down-
hill (z-direction) due to gravity. Broadening of the cloud due to heating eﬀects and to
expansion of the BEC is observed. With ultracold atomic clouds it has nicely become
possible to monitor the atomic dynamics within the waveguide.
Using eqn.1.1 with a laser wavelength of λ =532nm, and a power
of P = 1.2W , the resulting dipole potential at the focal plane has a
maximum value of Umax ≈ 2× 10−28J, corresponding to a temperature
of T ≈ 20µK.
After a BEC has formed, we instantaneously switch from the magnetic
trap to the waveguide potential. The donut beam is adjusted such that
the Bose-Einstein condensate is trapped in two dimensions in the dark
inner region of the light ﬁeld. The beam axis is aligned with the long
axis of the pencil-shaped condensate, slightly tilted which allows for a
longitudinal movement of the atoms inside the waveguide due to gravity.
The evolution of the BEC inside the donut mode is governed by grav-
ity, expansion due to the initial mean ﬁeld energy and by heating eﬀects.
Freely propagating dipole potential waveguides allow to easily monitor
the evolution of BEC’s inside the donut by taking absorption and dark
ﬁeld images of the atomic cloud after a variable evolution time.
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Fig.1.6 shows the evolution of a BEC loaded into the waveguide. The
loading eﬃciency η, i.e., the number of atoms trapped in the waveguide
over the total number of atoms, depends on the potential height as well
as on the spatial overlap of the BEC in the magnetic trap and the wave-
guide. In this measurement, the overlap between condensate and wave-
guide resulted in a loading eﬃciency to the waveguide of η = (70±10)%.
The waveguide is tilted by an angle α relative to the horizontal direc-
tion, such that the atoms captured in the dipole potential are accelerated
downwards with an acceleration a = g sinα, where g is the gravitational
acceleration. The center of the atomic distributions follows a parabola
from which – in comparision to free fall – the slope of the donut mode
is determined to be (4.2 ± 0.3)degrees. In this measurement the longi-
tudinal expansion of the atomic cloud is dominated by heating due to
beam pointing and intensity ﬂuctuations of the donut laser beam. For
a stabilized beam it should be possible to transfer the BEC to the low-
est transverse vibrational level of the dipole potential, which will enable
coherent transport in future experiments.
A main advantage of dipole traps over magnetic traps is that they
allow to trap atoms independent of their magnetic substate. Using a
dipole trap as a reservoir for an atom laser then allows, e.g., to generate
an atom laser beam of any magnetic substate.
Figure 1.7 Experimental setup for a ”donut-guided” atom laser.
In order to form an analogue to an optical laser cavity for an atom
laser it is possible to introduce two additional dipole potential mirrors
closing the waveguide (see Fig.1.7). As has been shown in the last sec-
tion, the reﬂectivity of these mirrors is velocity-dependent. Therefore
by applying Bragg-pulses transferring an appropriate momentum to the
condensate it should be possible to couple out parts of the condensate. A
main advantage of this scheme would be the directed output of coherent
matter waves into the donut waveguide.
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Other interesting aspects for future work are, e.g., guiding in diﬀerent
potential shapes using Laguerre-Gaussian modes of diﬀerent orders as
waveguides, one dimensional expansion due to the mean ﬁeld energy of
the condensate in a tightly conﬁning LG01 mode, or the use of wave-
guides in atom interferometers.
5. ATOM HOLOGRAPHY: ENGINEERING
THE PHASE OF A BEC
In the ﬁrst part of this section, the “phase imprinting method” in
connection to the creation of vortices is discussed. The second part
describes experimental results on the creation of dark solitons in BEC’s
with the phase-imprinting method.
5.1 GENERATION OF VORTICES IN BEC’S
BY THE PHASE-IMPRINTING METHOD
One of the challenges of the physics of trapped Bose-Einstein conden-
sates concerns the demonstration of their superﬂuid behaviour. Super-
ﬂuidity is inevitably related to the existence of vortices and persistent
currents in BEC.
Several methods were proposed to generate vortices in non-rotating
traps: stirring the condensate using a blue detuned laser beam 26, 27, or
several laser beams 28; adiabatic passage 29 or Raman transitions 30 in
bi-condensate systems. Such vortices are typically not stable, and can
exhibit dynamical or energetic instability. In the ﬁrst case vortices decay
rapidly, in the second the vortices are stable within the framework of the
mean ﬁeld theory, and their corresponding decay requires to take into
account interactions of the BEC with the thermal cloud. In the latter
case the vortex dynamics is expected to be suﬃciently slow, and thus
experimentally accessible 31.
In rotating traps vortices appear in a natural way as thermodynamic
ground states with quantized angular momentum 32, 33. Stability and
other properties of vortices in rotating traps have been thoroughly dis-
cussed in Refs. 34, 35, 36.
Recently, vortices in a two component BEC have been observed by
Matthews et al. 37. Raman et al. 38 measured a critical onset of the
heating eﬀects of perturbations of Bose-Einstein condensates which is
also closely connected to superﬂuidity and the existence of vortices.
Here, we refer to a procedure of vortex generation using “phase im-
printing” 15. This method consists of i) passing a far oﬀ resonant laser
pulse through an absorption plate whose absorption coeﬃcient depends
on the rotation angle ϕ around the propagation axis and ii) creating the
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corresponding Stark shift potential inside a BEC by imaging this laser
pulse onto the condensate which leads to a ϕ dependent phase shift in
the condensate wave function. This method is very eﬃcient and robust,
and allows for engineering of a variety of excited states of BEC’s contain-
ing vortices. It is expected that in the ideal case the method allows to
generate genuine vortices with integer angular momenta. The presence
of imperfections should typically result in more complex vortex patterns.
The dynamical generation of vortices diﬀers from the case of rotating
traps, in which a pure vortex state with angular momentum Lz = 1
(in units of h¯) is selected in the process of reaching the equilibrium.
For the phase imprinting method, generation of pure vortices requires a
ﬁne tuning of parameters which is hard to achieve in experiments. This
method is suitable for creation of generic states with vorticity 39, i.e.,
states with several vortex lines, around which the circulation of velocity
does not vanish 40.
It can be shown that a short pulse of light with a typical duration of
the order of fractions of microseconds with properly modulated intensity
proﬁle creates vorticity in a Bose-Einstein condensate initially in its
ground state 15. If the incident light is detuned far from the atomic
transition frequency its main eﬀect on the atoms is to induce a Stark
shift of the internal energy levels. As the intensity of light depends on
the position, the Stark shift will also be position dependent as will be
the phase of the condensate.
The main feature characterizing a vortex is related to the particular
behaviour of the phase of the wave-function at the vortex line: the phase
“winds up” around this line, i.e., it changes by an integer multiple m
of 2π on a path surrounding the vortex, where m is the vortex charge.
The light beam, before impinging on the atomic system, is shaped by
an absorption plate with an absorption coeﬃcient that varies linearly
around the plate axis with rotation angle ϕ (see Fig. 1). As a result,
Vl(r, t) depends on the distance ρ from the propagation axis, and the
azimuthal angle ϕ.
In the ideal case this absorption plate causes a real jump of the po-
tential at, say ϕ = 0. Due to a ﬁnite imaging resolution, in the real case
the potential corresponds to
Vl(ρ, ϕ) =
{
h¯Iϕ sin2(πρ/2L) for ρ ≤ L
h¯Iϕ for ρ > L, (1.3)
during the short laser pulse. Here, I denotes the characteristic Stark
shift, L is the characteristic length scale on which the absorption proﬁle
is smoothed.
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Figure 1.8 Interference pattern of the vortex state (5 ms after phase imprinting):
(a) superimposed with a plane wave of k = 1.8µm−1 moving vertically in the plane
of the ﬁgure; (b) 5 ms after applying Bragg pulses transferring momentum to a part
of the condensate (along the vertical axis in the plane of the ﬁgure). The ideal case
of equal splitting of the whole condensate has been assumed. The incident pulse was
focused at the trap center and had a sharp step in the intensity proﬁle (δ = 0.04).
One of the most important questions concerning the investigation of
vortices is an eﬃcient method for their detection. Experimentally, mon-
itoring density proﬁles with the necessary resolution is diﬃcult, since
the vortex core is very small. The best way is to monitor the phase
of the wave function in an interference measurement. Such interference
measurements are routinely done in nonlinear optics 41. In the context
of vortex detection in BEC, they were proposed by Bolda and Walls 39,
similar methods were proposed in 42. If both condensates are in the
ground state (no vortices), one expects interference fringes as those ob-
served by Andrews et al. 43. In the case of interference of one condensate
in the ground state with the second one in the m = 1 vortex state, a
fork–like dislocation in the interference pattern appears. The distance
between the interference fringes is determined by the relative velocity of
the condensates, which can be controlled experimentally. This is a very
eﬃcient and clear method of vorticity detection. It requires, however,
the use of two independent condensates.
As has been suggested 15, the detection can be simpliﬁed by combining
the interference method with the recently developed Bragg diﬀraction
technique 44, 45. The idea is to transfer part of the atoms coherently
to another momentum state using one or several stimulated two-photon
Raman scattering processes. The procedure is as follows:
i) First a vortex or vorticity state is created in the trap.
ii) The trap is opened and the condensate expands.
iii) Bragg pulses are applied in order to transfer a small momentum to
part of the wavefunction. The resulting wave function is the superpo-
106
14
sition of two vortex (or vorticity) states moving apart from each other,
with a velocity that can be easily controlled by choice of the angle be-
tween the Bragg beams. In simulations using the split operator method
in 2D, typical velocities were of the order of 1mm/s, which allow for
eﬃcient detection after 4-5 ms when the vortices are about 5µm apart.
iv) Detection consists of optical imaging that is accomplished within a
few µs. The interference patterns have a characteristic length scale of a
few µm.
Fig.1.8(a) shows a typical result of the numerical simulations obtained
a few ms after the creation of a vortex state using the detection method
of 39 based on the interference of a condensate in the vortex state with
a condensate in the plane wave state. The characteristic fork–like pat-
tern reﬂects the fact that the phase winds up by 2π as one circulates
around the vortex line. Fig.1.8(b) shows results of the simulation of the
interference pattern for the method of detection proposed in 15. A few
milliseconds after applying the Bragg pulses a double fork structure can
clearly be seen. The forks are oriented in opposite directions, because
the condensates have the same helicity, but opposite velocities.
In future experiments it should be possible to study the creation and
dynamics of vorticity using the phase imprinting and interference detec-
tion methods.
5.2 GENERATING DARK SOLITONS IN
CONDENSATES OF 87RB
Beside vortices, an important class of excited states of BEC’s are the
so called “dark solitons” or “kink-wise” states. Their properties and
ways to create them have been discussed extensively in the literature
46, 47, 48, 15, 29.
The macroscopic wavefunction of a dark soliton in a cylindrical har-
monic trap has a nodal plane perpendicular to the symmetry axis of the
conﬁning potential. Thus, the corresponding density distribution shows
a minimum around the nodal plane with a width of the order of the cor-
relation length l0 = (4πan0)−1/2 of the condensate. A dark soliton state
in a homogeneous BEC of density n0 is described by the wavefunction 46
Ψ0(x) =
√
n0

ivk
vs
+
√
1− v
2
k
v2s
tanh

x− xk
l0
√
1− v
2
k
v2s



 , (1.4)
with the position and velocity of the nodal plane xk and vk, and
the speed of sound vs =
√
4πan0h¯/m, where a and m are the s-wave
scattering length and the mass of the atomic species, respectively.
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For T = 0 in 1D, dark solitons are stable. In this case, only solitons
with zero velocity in the trap center do not move; otherwise they oscil-
late along the trap axis 49. However, in 3D at ﬁnite T , dark solitons
exhibit thermodynamic and dynamical instabilities. The interaction of
the soliton with the thermal cloud causes dissipation which accelerates
the soliton. Ultimately, it reaches the speed of sound and disappears 50.
The dynamical instability originates from the transfer of the (axial) soli-
ton energy to the radial degrees of freedom and leads to the undulation of
the DS-plane, and ultimately to the destruction of the soliton. This in-
stability is essentially suppressed for solitons in cigar-shaped traps with
a strong radial conﬁnement 51.
Here we present experiments using the phase imprinting method to
create soliton states of BEC’s of 87Rb 52. In these experiments, conden-
sates containing ≈ 105 atoms in the (F=2, mF=+2)-state in a nearly
1D geometry are produced every 20s. The fundamental frequencies of
our magnetic trap are in this case ω|| = 2π×14Hz and ω⊥ = 2π×425Hz
along the axial and radial directions, respectively. Therefore, the conden-
sates are pencil-shaped with the long axis oriented horizontally. Typical
dimensions of the condensates along this axis are 100 − 130µm. The
density distribution of the atomic sample is detected using absorption
imaging.
The creation of dark solitons consists again of the imprinting of an
appropriate phase and a successive evolution in the magnetic trap. The
phase distribution is imprinted by temporarily exposing the half space
(x < 0) to an additional homogenous potential (where the center of the
condensate wavefunction is located at x = 0). This is done with the
Figure 1.9 Absorption images of two BEC’s with kink-wise structures propagating
in the direction of the long condensate axis. The evolution time in the magnetic trap
was 0.2ms in image (a) and 3ms in image (b). The images were taken after 4 ms of
time-of-ﬂight.
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dipole potential of a defocused laser beam (λ = 532nm) which is partly
blocked with a razor blade (see Fig.1.10). The transition from dark to
bright at the position of the BEC can be as sharp as the resolution of
the optical system which images the razor blade to the condensate. In
our experiment this resolution is < 3µm.
The time the dipole potential is applied, tp, is short compared to the
correlation time of the condensate, tc = h¯/µ, with the chemical potential
µ. This ensures that the eﬀect of the light pulse is mainly a change of the
topological phase of the BEC, and the change of the condensate density
during the pulse due to the dipole force can be neglected.
The intensity of the applied laser ﬁeld of I ≈ 50W/mm2 results in a
dipole potential of U ≈ 5 × 10−29J. Thus a pulse of ten microseconds
results in a phase shift ∆Φ = U × τ/h¯ of the order of π.
After applying the dipole potential proﬁle we let the atoms evolve in
the magnetic trap for a variable time tev. In order to image the BEC it
is then released from the trap and an absorption image is taken after a
time-of-ﬂight of 4ms.
As can be seen in Fig.1.9(a), for a short evolution time tev the resulting
density proﬁle of the BEC shows a pronounced minimum at the center
of the cloud. As tev is increased this minimum moves along the cloud’s
axis and after a time of typically tev ≈ 1.5ms, a second density minimum
can be monitored (Fig.1.9(b)). This minimum thereafter moves in the
opposite direction. Fig.1.11 shows the evolution of these minima over a
time of 8ms, after which they fade away.
It is remarkable that the structures move with velocities down to
1mm/µs which is much smaller than the speed of sound which is about
vs ≈ 3.7mm/s for our experimental parameters.
Figure 1.10 Setup for a phase-imprinting experiment.
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Figure 1.11 Evolution of the density minima in the magnetic trap. Position of the
observed density minima (see Fig.1.9) in dependence of the evolution time in the
magnetic trap. The two sets are taken with diﬀerent phase- imprinting times τ .
The lines are linear ﬁts to guide the eye; they correspond to constant velocities. The
structures move with diﬀerent velocities and velocities smaller than the speed of sound
vs ≈ 3.7mm/s.
The velocities depend on the imprinted intensity of the laser ﬁeld,
for properly chosen parameter sets (Fig.1.11(b)) the two density min-
ima apparently move with highly diﬀering velocities. The comparison
to numerical simulations of the Gross-Pitaevskii equation for our exper-
imental conditions conﬁrms this behaviour 52.
Dark solitons as demonstrated here are a new type of excitations of
non-linear matter waves and are closely related to non-linear optics 53
and superﬂuidity. Further experiments can therefore lead to a better
understanding of the connections between these ﬁelds and the physics
of matter waves.
6. CONCLUSIONS
In this lecture we have investigated various applications of Bose-
Einstein condensates as sources for experiments in atom optics.
The evolution of Bose-Einstein condensates falling under gravity and
bouncing oﬀ a mirror formed by a far-detuned sheet of light has been
studied. After reﬂection, the atomic density proﬁle develops splitting
and interference structures which depend on the drop height, on the
strength of the light sheet, as well as on the initial mean ﬁeld energy and
size of the condensate. We compare experimental results with simula-
tions of the Gross-Pitaevski equation. A comparison with the behaviour
of bouncing thermal clouds allows to identify quantum features speciﬁc
for condensates.
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Bose-Einstein condensates of 87Rb have been loaded to a linear wave-
guide for atomic deBroglie waves. The waveguide is created by the op-
tical dipole force of a far oﬀ-resonant, blue detuned Laguerre-Gaussian
laser beam of high order. The atomic cloud can be transported inside
this waveguide over long distances.
We have discussed the creation of vortices using a phase imprinting
method. This method was further used to create dark soliton states in
Bose-Einstein condensates.
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Kapitel 7
Ausblick
In Rahmen der vorliegenden Arbeit wurde die experimentelle Erzeugung von dunklen So-
litonen in Bose-Einstein Kondensaten demonstriert; die Methode der Phasenaufpra¨gung
als atomoptische Technik zur Manipulation makroskopischer Wellenfunktionen ist hier-
bei etabliert worden. In systematischen Messungen wurden Untersuchungen der Dynamik,
der Dissipation und der den Solitonen zugrundeliegenden Wahrscheinlichkeitsstromdichte
durchgefu¨hrt. Ein direkter Vergleich mit Ergebnissen numerischer Simulationen der Gross-
Pitaevskii Gleichung, die aus einer engen Zusammenarbeit mit der Arbeitsgruppe um M.
Lewenstein hervorgehen, erlaubte die Charakterisierung der Eigenschaften der dunklen So-
litonen. Als weiterer wichtiger Aspekt dieser Arbeit und des Hannoveraner BEC-Projektes
wurden verschiedene atomoptische Elemente (Spiegel, Strahlteiler, Bragg-Beugung, Wellen-
leiter, Linse, Phasenaufpra¨gungs-
”
Hologramm“) zur Manipulation des Bose-Einstein Kon-
densates (z.T. erstmalig) demonstriert und detailliert untersucht.
Aufbauend auf den entwickelten Methoden la¨sst sich eine Vielzahl fundamentaler Frage-
stellungen experimentell untersuchen.
Zur Zeit werden Dipolpotential-basierte Leiterstrukturen fu¨r Materiewellen in das Ex-
periment integriert, die mit Hilfe eines adiabatischen Ensembletransfers aus der Magnetfal-
le, einer vera¨nderten Geometrie und eines nahezu harmonischen einschließenden Potentials
(TEM∗01-Mode ) ein Fu¨hren der Atome im niedrigsten transversalen Energiezustand erlau-
ben 1. Die hohe Flexibilita¨t der verwendeten Dipolpotentiale erlaubt es, die Dimensionalita¨t
des Systems adiabatisch von 3D auf quasi-1D zu a¨ndern.
Die Untersuchung der makroskopischen BEC-Wellenfunktion unter diesen Bedingungen
verspricht eine Reihe wichtiger Erkenntnisse, z.B. zur Umsetzung der Wechselwirkungsener-
gie in Bewegungsenergie in einer Dimension, zur Abha¨ngigkeit der Stoßeigenschaften von
1Bereits in ersten Experimenten konnte die Heizrate des Ensembles im Wellenleiter stark reduziert wer-
den, sodass eine Verla¨ngerung der Speicherzeit des Ensembles im Wellenleiter um eine Gro¨ßenordnung auf
bis zu 400ms erreicht wurde (vergleiche Kap 6.3, [81]).
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der Dimensionalita¨t und zur superﬂuiden Sto¨mung des Kondensats in einem
”
zylindrischen“
Potential.
Von hohem Interesse sind Solitonen in homogenen quasi-eindimensionalen Bose-Einstein
Kondensaten; diese entsprechen exakt der analytischen Lo¨sung von Zakharov et al., G. 4.12.
Die kontrollierte Erzeugung und Untersuchung dieser Systeme ist mo¨glich, indem Bose-
Einstein Kondensate in
”
single-mode Wellenleiter“ umgeladen werden und indem daraufhin
mit Hilfe der Phasenaufpra¨gungsmethode Solitonen erzeugt werden.
Auch die in aktuellen theoretischen Arbeiten diskutierte und in Experimenten mit lan-
gen Beobachtungsdauern essentielle Frage der Abha¨ngigkeit der dynamischen Dissipation
von der Dimensionalita¨t des Systems kann an Solitonen in Wellenleitern studiert werden.
Weiterhin verspricht die Untersuchung von Wechselwirkungen von Solitonen in einer und
in mehreren Dimensionen, weiteren Aufschluss u¨ber den Teilchencharakter der Solitonen
zu geben und Anknu¨pfungspunkte der Kondensatphysik an die Elementarteilchenphysik zu
liefern.
Weiteres Versta¨ndnis der Wechselwirkung und der Dissipation von Solitonen in Bose-
Einstein Kondensaten la¨sst sich durch die ortsaufgelo¨ste Messung der Phase des Solitonen-
zustandes gewinnen. Der Einsatz atomoptischer Elemente wie Spiegel (vgl. Kap. 6.3) und
Bragg-Strahlteiler (vgl. Kap. 2.2.7) erlaubt interferometrische Messungen mit Bose-Einstein
Kondensaten als koha¨renten Quellen von Materiewellen. Verschiedene Konzepte zur Inter-
ferometrie an Solitonenzusta¨nden werden zur Zeit entwickelt [56].
Zum
”
Maßschneidern“ von Wellenfunktionen – d.h. einer simultanen kontrollierten Be-
einﬂussung der Dichte- und der Phasenverteilung durch eine Kombination der Phasenauf-
pra¨gungsmethode mit dem Dipolpotential eines langfristig eingestrahlten (∆t  tcor) La-
serfeldes – sind im Rahmen dieser Arbeit erste an realistischen experimentellen Parametern
orientierte numerische Simulationen durchgefu¨hrt worden, die z.B. die Mo¨glichkeit der Er-
zeugung sehr langsamer (u cs) dunkler Solitonen mit dieser Methode belegen.
Neben grundsa¨tzlichen Erkenntnissen bei der Untersuchung der fundamentalen Eigen-
schaften der Bose-Einstein Kondensation, wie der Untersuchung von Vortex- und Solito-
nenzusta¨nden, sind vom Einsatz von Bose-Einstein Kondensat in weiteren Bereichen der
Physik wesentliche wissenschaftliche und technische Fortschritte zu erwarten. Eine a¨hnli-
che Revolutionierung wie die der optischen Interferometrie durch die Einfu¨hrung des Lasers
steht durch den Einsatz von Bose-Einstein Kondensaten als Quellen koha¨renter Materiewel-
len in der Atominterferometrie bevor [149]. Breit diskutiert werden auch der Einsatz in der
Atomlitographie und in Quantencomputern.
Mittel- und langfristige Ziele in der Entwicklung koha¨renter Quellen, die im Rahmen der
Projekte des Sonderforschungsbereichs 407 verfolgt werden, sind die kontinuierliche Bose-
Einstein Kondensation mit Mitteln der Laserku¨hlung (im
”
festina lente“-Regime), kontinu-
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ierliche Atomlaser und die Miniaturisierung von BEC-Experimenten bis hin zum Einsatz
von Kondensaten in mikrostrukturierten Bauelementen.
Die Ergebnisse der vorliegenden Arbeit stellen einen wichtigen Schritt im Versta¨ndnis
der Bose-Einstein Kondensation sowie in der Entwicklung neuer atomoptischer Techniken
zur Manipulation und Untersuchung dieses makroskopischen Quantenpha¨nomens dar.
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Anhang A
Die Dipolkraft
Dipolpotentiale sind in der Atomoptik zu weit verbreiteten Hilfsmitteln geworden, die sehr
ﬂexibel einsetzbar sind (siehe z.B. [150] zu Dipolpotentialen in der Atomoptik und [20, 153,
9, 26] zu Dipolpotentialen zur Manipulation von Bose-Einstein Kondensaten).
Beﬁndet sich ein Atom in einem inhomogenen nichtresonanten Lichtfeld, dann kann es
durch stimulierte Raman-Prozesse (korrelierte Absorptions- und Emissionsprozesse) Photo-
nen in den verschiedenen Moden des Strahlungsfelds umverteilen. Das Dipolpotential be-
schreibt die Kraft, die bei der koha¨renten Umverteilung auf das Atom wirkt (Dipolkraft).
Die Dipolkraft kann auch in Analogie zum getriebenen klassischen Oszillator verstanden
werden: Eine in einem harmonischen Potential gebundene Ladung, die einem elektromagne-
tischen Wechselfeld (dem Feld des nichtresonanten Lichtes) ausgesetzt ist, fu¨hrt zu einem
oszillierenden Dipolmonent, welches sich in Phase mit dem treibenden Feld beﬁndet, wenn
die anregende Frequenz unterhalb der Resonanzfrequenz der Ladung im Potential liegt, und
welches eine Phase > π zum treibenden Feld aufweist, wenn die anregende Frequenz ober-
halb der Resonanz liegt. Unterhalb der Resonanz ist daher die Wechselwirkungsenergie von
Oszillator und Feld negativ, in einem inhomogenen Feld wird der Oszillator also in den
Bereich ho¨heren Feldes gezogen. Oberhalb der Resonanz spu¨rt der Oszillator dagegen eine
Kraft in Richtung niedrigerer Intensita¨t des Feldes.
Aus einer quantenmechanischen Rechnung mit Hilfe des dressed atom-Modells [154] er-
gibt sich fu¨r ein Atom mit U¨berga¨ngen der Frequenzen ωi und Lebensdauern τi in einem
Strahlungsfeld der Frequenz ωl und Intensita¨t I gena¨hert das Dipolpotential Udp,
Udp = −
∑
i
h¯Ω2i
4
(
1
ωi − ωl +
1
ωi + ωl
)
, (A.1)
mit den Rabifrequenzen der U¨berga¨nge, Ωi, die sich aus den Lichtintensita¨ten I, den
Linienbreiten 2πΓi = 2π/τi und den Sa¨ttigungsintensita¨ten Isat,i = πhc/3λ
3τ der U¨berga¨nge
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ergeben:
Ω2i =
Γ2i
2
I
Isat,i
. (A.2)
Zu beachten ist hier, dass der Betrag des Dipolpotentials fu¨r einen U¨bergang mit zuneh-
mender Verstimmung δi = ωl − ωi und fu¨r (ωi − ωl) (ωi + ωl) in einer 1/δ-Abha¨ngigkeit
abnimmt. Im Gegensatz dazu nimmt die mit inkoha¨renten Prozessen verbundene Rate fu¨r
spontane Prozesse, Ri, fu¨r große Verstimmungen in einer quadratischen Abha¨ngigkeit mit
der Verstimmung ab:
Ri =
Γi
2
I/Isat,i
1 + I/Isat,i + (2δi/Γi)
2 . (A.3)
Durch Wahl einer genu¨gend hohen Verstimmung lassen sich daher auch bei hohen
Lichtintensita¨ten und damit starken Dipolpotentialen vernachla¨ssigbar niedrige Raten fu¨r
spontane Prozesse erreichen.
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Anhang B
Die verwendeten Lasersysteme
Das im Rahmen dieser Arbeit aufgebaute komplexe Lasersystem (siehe Abb. B.1) erlaubt
es, die Atome in den unterschiedlichen Stufen des Experiments eﬀektiv zu manipulieren und
zu detektieren.
Es besteht aus verschiedenen stabilisierten und teilweise nachversta¨rkten Laserquel-
len (Argon-Ionenlaser, Titan:Saphir-Laser, frequenzverdoppelter Neodym:Vanadat-Laser,
Diodenlaser, MOPA (“Master Oscillator Power Ampliﬁer”)), deren Strahlung aufgeteilt
und mit verschiedenen frequenzvera¨ndernden Elementen (akustooptische und elektroopti-
sche Modulatoren, AOMs, EOMs) fein abgestimmt und schnell geschaltet werden kann.
Die Laser sind auf einem schwingungsgeda¨mpften Tisch aufgebaut, von dem aus das Licht
durch Glasfasern zu der auf einem anderen Tisch aufgebauten Vakuumapparatur geleitet
wird. Dies hat die Vorteile einer hohen Unterdru¨ckung von sto¨render Streustrahlung und
einer Raumﬁlterung der Laserstrahlung, die zu einer sehr guten Modenqualita¨t fu¨hrt.
122
Abbildung B.1: Schematischer Aufbau der im BEC-Experiment verwendeten Lasersysteme.
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